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MATEMATIKA

Uloha o konvi

Pavel Sisma, Ustav matematiky a statistiky, PFrF MU Brno

Historicky pohled na lohu o konvi

Ve vétsiné ucebnic planimetrie pro stfedni skoly nachazime tlohu na
uziti osové soumérnosti,!) kterou je mozno zadat i takto: Nedaleko biehu
potoka, ktery je reprezentovdn primkou AB, mdme chatu v bodé D a skle-
nik v bodé C, pricemz ABCD je c¢tverec. Nasim ukolem je vzit z chaty
prazdnou konev, u potoka nabrat vodu a donést ji do skleniku. Ve kteréem
misté Q na brehu potoka mabereme do konve vodu, poZadujeme-li, aby
cesta DQC' z chaty do skleniku byla co nejkratsi?

D L C
1 1
x 1—=z
A B
Q

Obr. 1: Uloha o konvi

Je zfejmé, ze v praxi se snazime o to, aby cesta s tézkou plnou konvi
byla spise kratsi, takze oba tiseky cesty DQ a QC poméfujeme ,riaznym
metrem“. Ulohu je pak mozno napiiklad pro jednotkovy ¢tverec ABC'D
na obr. 1 formulovat timto zptsobem:?) Nedaleko biehu potoka, ktery je
reprezentovdn useckou AB, mdme chatu v bodé D a sklenik v bodé C,
pricemzZ ABCD je ctverec. Nasim ikolem je vzit z chaty prdazdnou konev,

D vig napt. Pomykalova, E.: Matematika pro gymndzia. Planimetrie. Prometheus,
Praha 2000, vydani 4. upravené, str. 127-128.

2) Tento priklad nachazime v ¢lanku Hruby, D.: Trojahelnikova nerovnost aneb noseni
vody v konvi. U¢itel matematiky, 4 (1996), str. 205-212.
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u potoka nabrat vodu a donést ji do skleniku. Cena za neseni prdzdné
konve z bodu D do bodu Q je 1 K¢/m a cena za nesent plné konve z bodu
Q do bodu C je ¢ Ké/m. Ve kterém misté Q) na biehu potoka nabereme
do konve vodu, poZadujeme-li, aby celkovd cena y za prineseni vody do
skleniku byla minimdlni?

Nyni jsme dostali problém, na ktery s osovou soumérnosti nevysta-
¢ime, a proto ho budeme fesSit pomoci diferencidlniho poc¢tu. Snadno
odvodime, ze pokud ozna¢ime x jako na obrazku délku usecky AQ
(0 <z < 1), pak celkova cena y je ddna vztahem

y=vV1+a2+cey/1+(1—2)2
Hledame-li minimum této funkce, pak fesime rovnici

L T . c(l-=) —0
Vit J1+(1-2)2

Y

kterou je mozno upravit na algebraickou rovnici ¢tvrtého stupné ve tvaru

2%z 2

1—02_1—62:0'

=223 + 222 +

Trebaze vime, Ze algebraické rovnice ¢tvrtého stupné jsou resitelné
vzorci s odmocninami, je feSeni nasi rovnice v zavislosti na parametru c
mimofadné obtizné, a jsme proto odkézani na priblizné vypocty kofent
rovnice pro jednotlivé hodnoty parametru c.

UkéZzeme si, jak souvisi nage tloha o konvi s lomem svétla.®) Dany
problém se totiz nezméni, poneseme-li plnou konev z bodu @ nikoli do
bodu C, ale do bodu F, ktery je s nim soumérné sdruzeny podle osy AB
(obr. 2).

Ulohu vsak mutizeme chapat tak, ze v poloroviné ABD se z bodu D
do bodu @ pohybuje jednotkovou rychlosti svételny paprsek, ktery se po
lomu na rozhrani AB déale pohybuje v poloroviné ABE rychlosti v = %
do bodu FE. Vime, ze funkce y pfedstavuje v tomto pripadé dobu, za
kterou svételny paprsek dorazi po lomu v bodé @) z bodu D do bodu FE.

3) Tuto souvislost podrobné rozebral E. Calda v ¢lanku Calda, E.: Zakon lomu aneb
noSeni vody v konvi. Uditel matematiky, 5 (1996), str. 19-21.
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Plati totiz
1PQl | |QE |

g = DQ| +¢lQC],

y:

kde % je doba, za kterou paprsek projde jednotkovou rychlosti z bo-

du D do bodu Q, a |QE‘ je doba, za kterou rychlosti v dorazi paprsek
z bodu @ do bodu F.
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Obr. 2: Modifikované tloha o konvi

Doba potiebna k tomu, aby paprsek proSel zminénou drahu DQF,
je minimélni pravé tehdy, kdyz je splnén zdkon lomu, tedy kdyz pro
odchylky «, 3 paprsku od sméru kolmého k piimce AB (obr. 2) plati

sina 1

=-=c
sinG w

Tim je ovsem dano také feSeni tlohy o konvi. Je vSak i nadéle pii-
blizné, protoze stanoveni polohy bodu @ pfi lomu svétla neni (na rozdil
od prostého odrazu svétla) mozné pomoci pravitka a kruzitka.®)

Vidime tedy, Ze pfi feSeni ulohy o konvi se dostdvame od planimetrie
nejen k diferencidlnimu poctu, ale také k optice.

4) Podrobnosti najde ¢tenaf v praci Beran, L.; Calda, E.: Eukleidovské konstrukce a
lom svétla. MFI, 4 (1994-95), str. 2-5, 55-57.
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Uloha o konvi v prvnich uéebnicich diferencidlniho poétu

Pro ¢tenate Rozhledi bude urcité prekvapenim, ze tlohu o konvi na-
lezneme v nejrtznéjsich podobach jako jednu ze zékladnich tloh v pra-
cich, které muzeme fadit k meznikim formovani diferencialniho poctu
na konci 17. stoleti. Zaslouzili se o né zejména I. Newton (1642-1727),
G. W. Leibniz (1646-1716), bratii Bernoulliové, G. L’Hospital (1661 az
1704), L. Euler (1707-1783). Nebudeme se na tomto misté zabyvat vzni-
kem této matematické discipliny a odkazujeme ¢tenére na bohatou lite-
raturu.?) Soustifedme se pouze na podobu nasi tlohy v nejvyznamnéjsich
pracich Leibnize, Johana Bernoulliho (1667-1748) a L’Hospitala.®)

Leibniz

Prvni praci, o které se zde zminime, je Leibniztv spis Nova metho-
dus pro maximis et minimis, itemque tangentibus, ktery vysel v roce
1684 v lipském Casopise Acta Eruditorum. Jedné se o prvni publikova-
nou Leibnizovu praci vénovanou diferencialnimu poctu, tfebaze se touto
problematikou zabyval jiz fadu let. Souc¢asné je to prvni publikované dilo
o diferencidlnim poctu viibec. Pouzijeme-li dnesni pojmy a nas zpusob
vyjadfovani, mizeme fici, Ze v tomto spisu Leibniz nejprve formuloval
zékladni pravidla pro derivovani souc¢tu, rozdilu, sou¢inu a podilu funkeci.
Pak ukéazal, jak je mozno diferencidlniho poctu uzit pfi nalezeni maxima
a minima funkce, ale také inflexniho bodu kfivky, ktera predstavuje graf
funkce. Zvlastni pozornost zde Leibniz také vénoval vypoctu derivace
funkci y = 2% a y = Y.

V dalsi ¢asti se Leibniz snazil demonstrovat prednosti diferencidlniho
poctu pfed dosavadnimi metodami feSeni tloh na nalezeni maxima, mi-
nima a tecen kiivek. Jeho vyklad byl zpocatku spise abstraktni, ale na-

5) Zakladni pouceni nachazime v historickych poznamkach, kterymi je bohaté dopl-
néna soucasna ucebnice diferencialniho a integralniho poctu pro gymnazia. Podrob-
nosti o jednotlivych osobnostech najdeme i na Internetu, zejména pak na adrese
www-groups.dcs.st-and.ac.uk/history.

6) Historii fyziky je vénovano vyrazné méné publikaci, a proto uvedme, ze na rozdil

od zakona odrazu svétla, ktery byl znam jiz ve starovékém Recku, zadkon lomu

svétla byl spravnym zptsobem formulovan az v 17. stoleti. Mohlo k tomu dojit
teprve tehdy, kdyz byly znamy zékladni trigonometrické poznatky, které umoznily

FeSeni tohoto problému. Zékon lomu poprvé presné formuloval Snellius (1580-1626)

(Snelltiv zakon), ve své Dioptrice (1637) ho publikoval R. Descartes (1596-1650)

a byli to Ch. Huygens (1629-1695) a predevsim P. Fermat (1601-1665), ktefi ho

exaktné zduavodnili. O Fermatové principu a lomu svétla najde ¢tendf pouceni

v snadno dostupné praci Calda, E.: Odraz a lom svétla a Fermatav princip. Roz-

hledy matematicko—fyzikalnt, 72 (1995), str. 62-67.
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konec predlozil pro ilustraci konkrétni tlohy.

Hned prvni dlohou je nase tloha o konvi, ktera byla doslovné uvedena
takto (obr. 3): Jsou ddny dva body C a E a ve stejné roviné primka SS.7)
Mame najit na primce SS bod F' tak, aby obsahy obdélniki o strandch
CF a néjaké dan€ isecce h a o strandach EF a néjaké dané usecce r daly
nejmensi mozny soucet. Kdyz je tedy primka SS hranici mezi dvéma
prostredimi a h je hustota prostredi na strané€ bodu C, naptiklad vody,
a r hustota prostredi na strané bodu E, napriklad vzduchu, budeme hledat
takovy bod F, Ze cesta z bodu C' do bodu E pres bod F bude nejlehdi.

Obr. 3: Leibnizova tloha

Ve svém feSeni Leibniz polozil hodnotu souétu obsahii obdélniki
rovnu w, oznadil |CP| = ¢, |[EQ| = e a |PQ| = p. Pro nezndmou vzdéle-
nost QF zavedl oznadeni z, |CF| oznadil f a |EF| jako g. Protoze plati
|FP| = p — x, obdrzel pro soucet obsahtl vztah®

w=h\/c+ p? — 2px + 22 4 r\/e? + 22.
Pro stru¢nost zapisu polozil

Ve +p—2pr+22=V1 a Ve2+a2=ym.

Dostal tak vztah

w = hV1+rym.

") Takto nejednoznac¢né formuloval tilohu Leibniz, z jeho obrazku je zfejmé, ze primka
SS dané body C a E oddéluje. Dnesniho Ctenafe jisté zarazi i oznaceni dvou
ruznych bodi jednim pismenem S.

Leibniz neuzival nasi symboliku pro druhou mocninu a napiiklad p? zapsal jako
pp. Bylo to tak v té dobé obvyklé a tento zptisob zapisu nachazime i v dalsich
pracich, o kterych budeme v tomto ¢lanku hovorit.

Roénik 83 (2008), ¢islo 2 5
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Pro minimum ,,funkce“?) w pak musi platit dw = 0, a tedy v nasem

pripadé Leibniz ziskal rovnici

0= @Jr rdm
21 2ym’

Protoze dl = —2(p — z)dz a dm = 2zdx, dosel Leibniz k rovnici

h(ip—z) rx

f g

A prévé v tomto okamziku Leibniz pfipomnél souvislost této tlohy se
zédkonem lomu svétla, kdyz posledni rovnici napsal ve tvaru

h

r p—z"’

!

Q|8

Pro svételny paprsek, ktery vychézi z bodu C, dopadé na rozhrani dvou
prostiedi v bodé F' pod thlem « a lame se do bodu E pod thlem g3, tak

Leibniz obdrzel vztah'®) )
h sing

r  sina

Leibniz prohlésil, Zze pomér sinti thlt dopadu a lomu je v obraceném
poméru k hustotdm obou prostiedi. Tim svoje feSeni uzavira.' My
bychom jesté konstatovali, Ze rychlost svétla je nepfimo tmérna , hus-
toté“ prostiedi, a proto je vysledek ve shodé s naAm znamym vyjadfenim
zékona lomu.

Bernoulli a L’Hospital

V roce 1696 publikoval markyz Guillaume L’Hospital prvni uéebnici
diferencialniho poctu s ndzvem Analyse des infiniment petits. Dnes vime,
ze tato kniha vznikla mimo jiné na zakladeé lekci, které L’Hospitalovi po-
skytl o nékolik let dfive Johann Bernoulli, a kniha proto obsahuje fadu

9) V pracich té doby se nehovofi o funkcich, ale spise o veli¢inach ¢i kiivkach. Pocitaji
se diferencidly misto derivaci. Sdm Leibniz pouzil slovo funkce poprvé az v roce
1694.

10) 1 6ibniz polozil v predchéazejici rovnici f = g, aby obdrZel vztah, ve kterém ziejmé
bylo v té dobé obvyklé zdkon lomu vyjadiovat.
Leibniz podobné odvozeni zakonu lomu jiz dfive publikoval v roce 1682 rovnéz
v Acta Eruditorum (str. 185-190).
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jeho ptivodnich vysledki (véetné znadmého ,L’Hospitalova pravidla“’).
A7 na pocatku 20. stoleti se podafilo nalézt rukopis Bernoulliho lekci
diferencidlniho a integralniho poctu. Zatimco znacna ¢ast integralniho
poc¢tu vysla v roce 1742 tiskem pod nézvem Lectiones mathematicae
de methodo integralium, ¢ast vénovana diferencialnimu poc¢tu byla pu-
blikovdna az v roce 1924 v ramci popularni edice Ostwald’s Klassiker
der Exakten Wissenschaften. Analyzou L’Hospitalovy ucebnice a dal-
sich Bernoulliho matematickych textt bylo zjisténo, ze rukopis vznikl
v letech 1691-92. Jak v tomto rukopisu, tak v L’Hospitalové ucebnici je
tloha o konvi obsazena.

B E
D F
A C B A D C
Obr. 4: Uloha 14 Obr. 5: Uloha 15

Bernoulli ve svém rukopisu nejprve vylozil zakladni pojmy diferen-
a zbyvajicl ¢ast vénoval aplikacim. Prvnich jedenact tloh je prakticky
vénovano problematice nalezeni tecen k riznym kiivkdm. Poté pfichazi
skupina tloh vénovand uréeni maxima a minima funkce. V tloze 12
je dana tusecka, kterou mame rozdélit na dvé casti tak, aby obdélnik
o strandch délek odpovidajicich délkam obou ¢asti mél maximalni ob-
sah. Uloha 13 pozaduje rozdélit podobnym zpiisobem tisecku na tii ¢asti,
aby kvadr o stranach rovnych jednotlivym ¢astem mél maximalni objem.
V dloze 14 je déna polokruznice o pruméru AB. Na oblouku polokruz-
nice hleddme bod D tak (obr. 4), aby obdélnik o stranach AC' a C'D mél
maximéalni obsah. Konec¢né v tloze 15 je ddna ctvrtkruznice omezend
kolmymi poloméry AB a AC. Hledame bod D na tsecce AC tak, aby
obdélnik o strandch DF a FE mél maximalni obsah (obr. 5).

Prejdéme vsak k tloham 16 a 17, jez jsou ekvivalentni problematice
lomu a odrazu svétla, pficemz lom pirekvapivé predchazi odrazu, i kdyz
feseni tlohy o odrazu je snazsi. Je tfeba ihned Fici, ze Bernoulli se o moz-
ném optickém vyznamu ani v jedné z obou tloh nezminuje.

Roénik 83 (2008), ¢islo 2 7
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Uloha shodn4 s nasi tilohou o konvi je v Bernoulliho rukopisu formu-
lovana pod ¢islem 16 takto: Chodec se nachdzi v bodé A a hledd cestu
do bodu E, pritom musi prekonat nejprve rovné a upravené pole AF DB
a poté nerovné a hrbolaté pole DBGE. Pritom na prunim poli urazi
v ¢ase a vzddlenost b a na druhém poli ve stejném case vzddlenost c.
Ptdme se na nejkratsi cestu z bodu A do bodu E, tedy na cestu, na které
stravi pocestny nejkratsi dobu.

A F

m

B L C p
n

G = E

Obr. 6: Uloha o konvi v Bernoulliho rukopisu

Situaci zachycuje obr. 6. Bernoulli oznacil bod, v némz poutnik protne
hranici obou poli, jako C, a polozil |AB| = m, |ED| = n, |BC| = z,
|BD| = e. Pak doba, za kterou dojde poutnik z bodu A do bodu E pfes
bod C, je rovna

%\/m2 + a2+ g\/62 — 2ex + a2 +n2.
c
Jeji diferencial musi byt roven 0, tedy

axdx ardx — aedx

+ frd
bvm2+ 122 cve2 —2er + 22 +n?

Podobné jako my dochézi Bernoulli k algebraické rovnici ¢tvrtého stupné,

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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tentokrat ve tvaru
(b — A)at — 2e(b? — )2 + (0*m? +b%e? — ?e? — n?)r?—
—20%em?z + b2 e*m? = 0.

Pro Bernoulliho zde tloha konéi a feSenim rovnice se nezabyva. Jak
jiz bylo FeCeno, neuvazuje ani optickou interpretaci zkoumané situace.

Podobné je tomu i u jednodussi nasledujici tlohy 17 Bernoulliho ru-
kopisu, kde je vSak vyslednad rovnice kvadraticka, takze ji 1ze snadno
vyFesit jak pocetné, tak i konstrukéné (pomoci pravitka a kruzitka). Na
useCce C'F kolmé k obéma tseckam AC a BE mame najit bod D tak,
aby souéet délek tseéek AD a DB byl minimalni (obr. 7). Oznadime-
i |AC| = a, |BE| =V, |CE| = ¢ a |CD| = x, pak hledané x nabyva
hodnoty =z = 2¢

a+b’
B
A
b
a
C E

€ D c—x
Obr. 7: Uloha o lomu svétla v Bernoulliho rukopisu

Na z4vér jesté uvedme, Ze nasledujici 18. tloha v Bernoulliho rukopisu
je velmi podobné tloze 15 o ¢tvrtkruznici. Tentokrat se Bernoulli zajim4,
pro kterou polohu bodu D je velikost tGsecky F'E maximdlni (obr. 5).
Neni ptilis jasné, pro¢ tuto obménu tlohy 15 Bernoulli zatadil az za tlohy
16 a 17. V rukopisu pak najdeme jesté tii dalsi alohy: 19. ilohu bychom
mohli zafadit mezi problémy fyzikalni statiky, ve 20. tiloze Bernoulli
hleda den nejkratsiho soumraku, 21. dloha je vlastné vyklad postupu
urceni inflexniho bodu funkce.

Jak jsme se jiz zminili, na zédkladé tohoto nebo podobnych Bernoulliho
textu vznikla L’Hospitalova uCebnice z roku 1696. Bernoulli v roce 1692
navstivil Pafiz, kde seznamil L’Hospitala se zaklady infiniteziméalniho po-
¢tu a spolupracoval s nim i v dalSich letech. L’Hospitalova ucebnice slou-
zila dlouhou dobu jako zékladni ucebnice diferencialniho poc¢tu, zejména
vSak v prvni poloviné 18. stoleti. Vysla v dalsich vydanich v letech 1716,
1720 a 1768.

Roénik 83 (2008), ¢islo 2 9
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Cfoazmmmmmmmmmm==1 K
D B
A E B
J
H
G F

Obr. 8: Uloha o konvi v L’Hospitalové uéebnici

Uloha o konvi je ve tieti kapitole L’Hospitalovy uéebnice (jako
tloha 11) formulovana prakticky stejné jako v Bernoulliho rukopisu. Si-
tuace je zachycena na obr. 8. Pocestny se pohybuje z bodu C' do bodu F
pres rozhrani AB, na némz hledame bod F tak, aby cesta z C do F
pres E trvala nejkratsi dobu. Pfitom z bodu C' do bodu E se pocestny
pohybuje tak, Ze v ¢ase ¢ urazi drédhu a, a z bodu F do bodu F takovym
zpusobem, Ze ve stejném Case urazi vzdalenost b. L’Hospital predlozil dvé
FeSeni tohoto problému. Druhé feSeni je az na oznaceni totozné s feSe-
nim Leibnizovym nebo Bernoulliovym. Budeme se proto zabyvat pouze
feSenim prvnim.

L’Hospital nejprve upozornil na souvislost tlohy 11 o pocestném
s predchozi tlohou 9, ve které vyresil problém lomu svétla formulo-
vany podobné, jako jsme ho vidéli v Leibnizové praci. Na zakladé toho
L’Hospital ziskal ponékud nezvykle vyjadfeny vztah

sin(/GEC) a

sin(/GEF) b’
L’Hospital ukazal, jak 1ze takovy vysledek vyuzit pro nalezeni polohy

bodu E. Sestrojime-li v bodé G kolmice na piimky CFE a EF, obdrzime
paty kolmic L a I. Trojahelniky ACE a LEG jsou shodné podle véty

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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usu, podobné jako trojuhelniky EDH a GIE. Plati tedy |GI| = |ED|.
Podle zdkona lomu (pfedstavme si ho v spiSe ve tvaru, jak ho zndme ze
stfedni skoly), je

sin(/ACE) _|AE| |AE| a

sin(/GEI) |GI| |ED| b’

Oznac¢ime-li |[AE| = z, pak plati |[ED| = %””. L’Hospital pak polozil
|AB| = f, |AC| = ¢, |BF| = h a z podobnosti trojuhelniki EBF
a EDH vyjadiil [DH| = 2" _. Protoze |CE| = |EH|, mime podle
Pythagorovy véty

|ED|? + |DH|? = |[EA|* 4 |AC|.
Dosadime-li do této rovnosti, dostavame

b2x? b2h22?
a? a?f? —2a?fx + a?2?

=x2—|—gz.

Upravou ziskdme rovnici ¢tvrtého stupné

(a2 _ b2)$4 _ 2f(a2 _ b2)x3 + (a2f2 +a2g2 _ b2f2 _ b2h2>$2—
—2a%fg’x +a’f%g® = 0.

Ani I’Hospital se dalsim feSenim této rovnice nezabyva a pristupuje
k druhému odvozeni této rovnice prostfedky diferencidlniho poctu, které
zde, jak jsme vysvétlili, uvadét nebudeme.

Zavér

Nasim cilem nebylo zachytit kompletné vyvoj ,,ilohy o konvi“ v his-
torii diferencidlniho poctu. Soustiedili jsme se pouze na texty poslednich
dvaceti let 17. stoleti, které vyznamnym zpisobem ovlivnily dalsi vyvoj
(v pfipadé Bernoulliho rukopisu jen zprostfedkované, prostfednictvim
hojné uzivané L’Hospitalovy uéebnice). Uloha o lomu svétla slouzila jako
vhodny aplikac¢ni pfiklad jisté i v dalsich ucebnicich diferencidlniho po-
¢tu, a bylo by ji proto asi mozno sledovat i v dalsim obdobi. Nelze vsak
predpokladat, ze by pojeti vykladu mohlo byt néjak vyrazné odlisné od
druhého feSeni v L’Hospitalové uc¢ebnici.

Roénik 83 (2008), ¢islo 2 11



		webmaster@dml.cz
	2017-05-05T07:21:04+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




