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MATEMATIKA

Vektory v Gloze o barevnych kuli¢kach

Emil Calda, MFF UK Praha

Nenechme se zastraSit nasledujici predstavou a mysleme si, ze mame
v klobouku devét cervenych, jedendct modrych a t¥inact zelenych kuli-
¢ek a ze kromé nich mame jesté k dispozici dostatecnou zasobu kulicek
téchto t¥1 barev. Z klobouku vybereme jakékoli dvé kulicky, se kterymi
nalozime takto: Jestlize maji stejnou barvu, vratime je zpatky; jestlize
nemaji stejnou barvu, dame je stranou a do klobouku vlozime dvé shodné
obarvené kulicky, jejichz barva je vsak jina, nez maji kulicky vytazené.
(Vytahneme-li napt. modrou a zelenou, ddme obé stranou a do klobouku
vlozime dvé kulicky Cervené.)

Je zfejmé, ze opakovanim tohoto postupu se celkovy pocet kulicek
v klobouku neméni, ale protoze se mohou ménit pocty kuli¢ek jednot-
livych barev, vznika otazka: MiuZe uvedenym zpusobem dojit k tomu, Ze
v klobouku budou pouze kulicky stejné barvy, tj. Ze v néem bude 33 kulicek
cervenych, nebo 33 modrych, nebo 33 zelenych?

K nalezeni odpovédi vyuzijeme svych znalosti o vektorech; vystacime
s tim, Ze je umime sCitat a nasobit redlnym cislem a ze vime, kdy se dva
vektory rovnaji.

Pocet kulicek jednotlivych barev, které se béhem , experimentu na-
chézeji v klobouku, popiseme pomoci trojélenného vektoru, jehoz prvni,
druhd a treti slozka bude v tomto poradi urcovat pocet Cervenych,
modrych a zelenych kulicek v klobouku; pocatecni stav bude tedy po-
psan vektorem u = (9,11,13). Je zfejmé, Ze tento vektor se po vy-
tazeni dvou kulicek téze barvy a jejich vraceni do klobouku nezmeéni.
Vytédhneme-li vSak dvé kulicky riiznych barev, napf. modrou se zelenou,
a vratime-li do klobouku (v tomto pfipadé) dvé ¢ervené, bude tento novy
stav popsan vektorem (11,10, 12), tj. vektorem u + (2, -1, —1). Vektor
u+(—1,2,—1) = (8,13, 12) pak bude popisovat stav po vytazeni Gervené
se zelenou a nasledném vlozeni dvou kuli¢ek modrych; podobné vektor
u+(—1,—-1,2) = (8,10, 15) popise situaci po vytazeni cervené s modrou
a vlozeni dvou zelenych.

Odtud je vidét, ze vektor

utk(2,—1,—-1) +1(=1,2,—1) + m(-1,-1,2)
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urcuje, kolik je v klobouku kuli¢ek jednotlivych barev po tom, co byla
k-krat vytazena dvojice modréa se zelenou (a vloZeny dvé ¢ervené), I-krat
vytaZena dvojice ervend se zelenou (a vlozeny dvé modré) a m-krét
vytaZena dvojice Cervend s modrou (a vloZeny dvé zelené).

Dany problém muzeme tedy formulovat takto: Ezistuji celd nezdpornd
¢isla k, I, m takovd, Ze vektor

(9,11,13) + k(2, —1,—1) + 1(=1,2,—1) + m(—1, —1,2)

je roven nékterému z vektori (33,0,0), (0,33,0), (0,0,33)?

Podivejme se nejprve, zda mize nastat pripad, ze v ur¢itém okamziku
budou v klobouku pouze Cervené kulicky. Z toho, co bylo feceno vyse,
vyplyva, ze to nastane pravé tehdy, kdyz existuji cela nezaporna ¢isla k,
[, m, ktera vyhovuji soustavé rovnic:

9+2k—-1—-—m=233
1M1—k+2l—-m=0
B-k-1l+2m=0

Snadno se presvédcite, ze takova ¢isla neexistuji. Nemusite tuto soustavu
ani fesit: odectete-li od prvni rovnice druhou, dostanete po tiprave rovnici

3(k — 1) = 35,

které zadna cela cisla k, [, a tedy ani zadna cisla k, [ celd nezaporna,
nevyhovuji. Znamené to, ze uvedenym postupem nelze dosdhnout toho,
aby v néjakém okamziku byly v klobouku jenom kulicky cervené.
Stejnym zpusobem se muzete presvédcit, Zze v zadném okamziku
v klobouku nemohou byt ani jen modré ani jen zelené kulicky. Tim je
otazka polozenda v ivodu zodpovézena: Popsanym zpusobem nemize do-
jit k tomu, aby v néjakéem okamziku byly v klobouku pouze kulicky stejné
barvy.
Priradime-li kazdé cervené, kazdé modré a kazdé zelené kuli¢ce po fadé
¢islo 0, 1 a 2, odpovida kulickam, které jsou v klobouku na pocatku, ¢islo

9-0+11-1+13-2=37.

Snadno se pfesvédéime, Ze tento soucet se v itvodu popsanou ,,operaci
nezméni, nebo se zvétsi o tfi, nebo se zmensi o tii:
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vytazenim cervené s modrou a vlozenim dvou zelenych se zvétsi o 3,
vytazenim Cervené se zelenou a vlozenim dvou modrych se nezméni,
vytazenim modré se zelenou a vlozenim dvou ¢ervenych se zmensi o 3,
vytazenim dvou kuli¢ek stejné barvy a jejich zpétnym vlozenim se
nezmeéni.

Znamena to, ze po zadné z téchto zmén se soucet odpovidajici kulic-
kam v klobouku nezméni, nebo bude roven ¢islu 35 zvétSenému, nebo
zmensenému, o celistvy nasobek tii, coz je ve vSech téchto pripadech
Cislo, které neni délitelné tfemi. Protoze vSak kazdému stavu, kdy v klo-
bouku jsou jen kulicky stejné barvy, odpovida jedno z ¢isel

3304+ 0-1+ 0-2= 0,
0-0+33-1+ 0-2=33,
0-0+ 0-1+33-2=66,

které tfemi délitelné je, nelze k nému timto postupem zadnym zptisobem
dojit.

Jestlize vas tato tloha zaujala, mizete si zkusit jednim nebo obéma
uvedenymi zptisoby ukazat, ze v pripadé sedmi Cervenych, deseti mod-
rych a tfinacti zelenych kulicek je mozné popsanym postupem dojit
k tomu, ze v klobouku bude tficet kuli¢ek stejné barvy.

* ok ok ok ok

M - POZDRAV PRE ROK 2008

Kolkymi nulami kondéi éislo, ktoré je st¢inom prvych 2008 prvodisiel?
Rozdelte dany $tvorec na 2008 mensich Stvorcov.

Stanovte najmensie prirodzené ¢islo, ktoré ma ciferny sucet 2008.

Vysledky vlastného premiyslania st hodnotnejsie
ako véetka ziskand cudzia midrost.
(C. F. Gauss)

Dusan Jedindk
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