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FYZIKA

Stroj na katastrofy

Oldrich Lepil, PFF UP Olomouc

Nemeéjte obavy, ze vAm nabidneme zafizeni, kterym by bylo mozné vy-
volat zemétieseni, tsunami nebo srazku Zemé s kometou. Maximéalné do-
jde k chaosu, ponévadz chaos a katastrofa jsou kli¢ové pojmy teorii, které
se rozvinuly ve 2. poloviné 20. stoleti jako dusledek novych moznosti pod-
minénych vyvojem moderni vypocetni techniky. Tyto teorie se nazyvaji
deterministicky chaos a navazujici problematiku fesi teorie katastrof.
Deterministicky chaos se zabyvéa zdanlivé chaotickymi déji v riznjch
soustavach — mechanickych, elektrickych, biologickych, ekonomickych i
spolecenskych, které maji nelinearni vlastnosti. Jsou to soustavy, pro néz
neplati znamé ,jak se do lesa vola, tak se z ného ozyva“. Malé zmény
(fluktuace) v po¢ateénich podminkach nebo parametrech soustavy maji
diky jeji nelinearité za nasledek neptredvidatelny dalsi pribéh chovani.
Zmény v chovani soustavy mohou byt tak zasadni, ze je miizeme ozna-
¢it jako katastrofu. Ukazeme si to na konkrétnim prikladu, ale nejprve
si pripomeneme vlastnosti tak jednoduché soustavy, jakou je pruzinovy
oscilator (zévazi o hmotnosti m zavéSené na pruziné o tuhosti k).

V idealnim pripadé se oscildtor pohybuje pisobenim sily F' = —kx
a jeho pohyb je harmonicky. Na skuteény oscilator vSak vzdy ptisobi
odporova sila, jejiz velikost je nejéastéji pfimo tmérna rychlosti v osci-
latoru, takze F' = —kz — bv. Kmitani oscilatoru je pak tlumené. V obou
pripadech je chovani oscilatoru popsano linedrnimi rovnicemi, takze pri
znamych pocatecnich hodnotach vychylky a rychlosti lze presné popsat,
jak bude kmiténi probihat. Takovy déj oznacime jako deterministicky.

Na oscilator také mutize ptisobit vnéjsi sila, kterd nahradi ztraty ener-
gie vzniklé tlumenim, nebo dokonce zpusobi, Ze se amplituda kmitani
oscilatoru bude zvétSovat. Budeme uvazovat vnéjsi harmonickou silu
F, = Fy coswt, kterd vzbudi nucené kmitani oscilatoru. Celkova sila
pusobici na oscilatoru bude

F = —kx — bv + Fy, coswt. (1)

Kmitani oscilatoru nejlépe posoudime vytvorenim grafu, v némz sou-
fadnici x tvofi vychylka oscildtoru a souradnici y jeho rychlost v. Ta-
kovému grafu budeme fikat fdzovy diagram a je to néco jako ,portrét“
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chovani oscilatoru v delsim casovém tuseku. Na obr. 1 jsou fazové dia-
gramy netlumeného oscildtoru (a), tlumeného oscilatoru (b) a oscilatoru,
ktery podle rovnice (1) kond kmity s naristajici amplitudou (c).

Obr. 1c

V prvnich dvou pripadech vykazuje oscilator znamky stability, jeho
fazovy diagram tvori uzaviena jednoduché kfivka nebo diagram smétruje
do jednoho bodu, ktery odpovida klidu v rovnovazné poloze (z = 0,
v = 0), ve tfetim piipadé je systém nestabilni, amplituda kmitt stéle
roste a v redlném pripadé by mohlo dojit i k destrukci systému, ¢ili ke
katastrofé. Fazovy diagram ukazuje, kam systém dlouhodobé sméruje,
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jako by byl ke kone¢nému stavu pfitahovan (angl. attracted), proto se
fazové portréty ruznych oscilatort, ale i mnoha dalsich systémii oznacuji
terminem atraktor.

F
-

ocelovy
pasek

magnety
Obr. 2

V tomto c¢lanku si ukdzeme, jak vypada atraktor zvlastniho oscila-
toru, jehoz schematické vyobrazeni je na obr. 2. Oscilatorem je ocelovy
pasek uchyceny v drzaku, v jehoz spodni casti jsou dva magnety. Peri-
odicka sila F' vynucuje kmitani pasku, které je ovliviiovano ptisobenim
magnetické sily v poli dvou magnettl. Popsané zafizeni se oznacuje jako
Duffingiv oscildtor podle némeckého inZzenyra Duffinga, ktery v roce
1914 teoreticky popsal kmitani takového oscildtoru rovnici, ktera se
¢len kz mé kladné znaménko. Duffingova rovnice (podrobnéji o ni na
http://mathworld.wolfram.com/DuffingDifferentialEquation.html) m4
tvar

F = kx — ca® — bv + Fy, coswt. (2)

Jde tedy o nelinearni rovnici, jejimz fesenim nelze ziskat jednoduchy
vztah spojité popisujici kmitani tohoto oscilatoru. Potfebné tidaje o oka-
mzité poloze ocelového pasku a rychlosti jeho kmitani najdeme tak, ze
budeme jednotlivé veli¢iny pocitat po maljch ¢asovych tsecich (ozna-
¢ime je casovy krok h). Tim ziskdme fadu diskrétnich hodnot obou veli-
¢in a z nich sestavime fazovy portrét oscilatoru. Je samoziejmé, ze tisice
potfebnych hodnot ziskdme jediné pomoci pocitace.

Pocitacovy model oscildtoru vytvotime na zdkladé rovnice (2). K tomu
pouzijeme software Modelovani (Modeling) systému uréeného predevsim
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pro podporu experimentt Coach 5, pficemz vystacime s demoverzi pro-
gramu, kterou lze stdhnout z http://www.cma.science.uva.nl/. Demo-
verze je plné funkéni, jen neumoznuje ulozeni vytvoreného modelu, ktery
vsak lze zkopirovat jako textovy soubor a ulozit.

Zakladem modelu je vyraz pro zrychleni a (a = F//m) pohybu oscila-
toru. Pro jednoduchost zvolime m = 1, k = 1 a ¢ = 1, takZe z rovnice (2)
dostaneme

a=x—x3—bv+ Fy coswt. (3)

Kmitani budeme modelovat pro tfi blizké hodnoty amplitudy sily
{Fm} ~ 0,23, 0,25 a 0,27 a pro thlovou frekvenci nuceného kmitani
{w} = 1. Soudinitel tlumeni oscilatoru zvolime {b} = 0,25. Model pro
program Coach 5 je v tabulce.

Model Proménné a pocatecni hodnoty
a=x-x"3-b*v+Fm*cos (omega*t) b=0.25
x=x+v*h Fm=0.23
v=v+axh omega=1
t=t+h h=0.02
x=1
v=0
t=0

Fazové diagramy kmitani Duffingova oscildtoru, ¢ili jeho atraktory
jsou na obr. 3 vlevo. Vpravo je ¢asova zavislost vychylky oscilatoru. Vi-
dime, Ze pri nejmensi zvolené hodnoté amplitudy vnéjsi sily se po kratké
dobé kmity pasku ustali kolem rovnovazné polohy v blizkosti pravého
magnetu, kde se pasek nachéazel v poc¢ateénim okamziku. P¥i malém zvét-
Seni amplitudy systém prejde skokem na opacnou stranu a pasek kmité
kolem symetricky polozené druhé rovnovazné polohy u levého magnetu.
Pti dalsim zvétSeni amplitudy se vsak kmitani pasku meéni na chaotické
a oscilator chaoticky stfida kmitani kolem obou rovnovaznych poloh.

Zafizeni slouZi jako ,stroj na katastrofy* v tom smyslu, Ze na kon-
krétnim pripadu ilustruje, jak mald zména vnéjsiho piisobeni miize vyvo-
lat skokovou zménu v chovani systému, coz se oznacuje jako katastrofa.
Vznik katastrof tohoto druhu je charakteristicky pro systémy, jejichz
chovani je popsano rovnicemi (jde v podstaté o diferencidlni rovnice)
obsahujicimi neline4rni ¢leny. Vlivem nelinearit se pfi postupnych ma-
lych zménach parametrii v urc¢itém okamziku skokem zméni pohybovy
stav soustavy a oscilator za¢ne kmitat kolem jiné rovnovazné polohy.
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Nemate-li moznost vytvorit si pocitacovy model Duffingova oscilatoru
a studovat jeho chovani pfi zménach parametrii a pocatecnich podmi-
nek, muzete pouzit k ilustraci chovani tohoto systému aplet dostupny na
http://www.math.udel.edu/ hsiao/m302/JavaTools/osduffng.html.

Pro pochopeni vlastnosti Duffingova oscilatoru a obecnéjsich zavéri,
které z jeho kmitani vyplyvaji, si ukdzeme souvislost s potencialni energii
oscilatoru. U jednoduchého pruzinového oscildtoru je potencidlni energie
pruznosti oscildtoru vyjadfena vztahem

NS ”m‘, .
" \\Qyj

Obr. 3

coz odpovida praci vykonané silou F' = —kx, ktera je tedy linearni funkci
vychylky. Grafem zavislosti potencialni energie na vychylce z rovnovazné
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polohy je parabola na obr. 4a. Graf bychom mohli interpretovat jako
potencialovou jamu, jakysi virtualni ,dalek® s parabolicky zakfivenymi
sténami, podél nichz se pohybuje kulicka. Vlivem tfeni o stény bude
kulicka vystupovat do stale mensi vysky, az nastane rovnovazny stav,
pfi némz spocine na dné jamy, jak to odpovida atraktoru na obr. 1b.
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Obr. 4

U Dulffingova oscilatoru silové pole magnett zptisobuje, ze k sile, ktera
je linedrni funkci vychylky, pfibude sila zavisejici na tfeti mocniné vy-
chylky, tzn. F' = +kx—cxz>. Pro potencidlni energii Duffingova oscilatoru
plati vztah

1 1
Eyg = :|:§I€332 + Zcm‘l.

Graf je na obr. 4b (byl rovnéZz vytvofen programem Coach 5 pro
{k} = —20 a {c} = 40). Vidime, 7e kiivka m4 dvé minima odpovi-
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dajici dvéma moznym rovnovaznym poloham, tzn. blize k levému, resp.
pravému, magnetu.

Pfi urcitych hodnotach thlové frekvence budici sily, jeji amplitudy a
tlumeni oscilatoru muze nastat stacionarni stav charakteristicky dvéma
stabilnimi frekvencemi kmitani oscildtoru (obr. 5).

Obr. 5

Dochazi tedy k jakémusi rozdvojeni frekvence, s niz oscilator kmita. To
se projevi na tvaru fazového diagramu, ktery sice tvori uzaviena kiivka,
ale je dvojita (obr. 6). Toto rozdvojeni period dé&ji v né&jakém systému
se oznacCuje terminem bifurkace a je pro systémy, které studuje teorie
deterministického chaosu, charakteristicka.
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Obr. 6

Systémt, které za jistych podminek vykazuji chaotické chovani, je
znacny pocet. Modely celé skupiny takovych oscilujicich systémi 1ze najit
napf. na http://www.myphysicslab.com/index.html. Chaos vsak v tomto
pfipadé neznamend nahodilé (stochastické) chovani. Nahodile se méni
napf. jen pocateéni podminky, avSak pro urc¢ité hodnoty téchto podmi-
nek je dalsi vyvoj systému jiz pfesné urcen, ¢ili determinovan. Teorie
deterministického chaosu tak studuje chovani, popf. i fizeni systém,
které jsou v prirodé i v mnoha dalsich oblastech Siroce zastoupeny.
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