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MATEMATIKA

Uloha o ¢tverci

Sdrka Gergelitsovd, Gymndzium Benesov

Zadani problému

Ve starych knizkach mtizeme najit spoustu zajimavych tloh, pfi jejichz
FeSeni vystaCime se zakladnimi poznatky z geometrie. Napf. mizeme
najit tuto tlohu:

Uloha 1. V roviné jsou dany rtizné body K, L, M, N. Sestrojte viechny
étverce, jejichz strany lezi na pfimkéach, z nichz néktera prochéazi bo-
dem K, jind bodem L, dalsi bodem M a zbyvajici bodem N (obr. 1).

Obr. 1

V ¢lanku si ukdzeme nékolik zpiisobt feseni jiné, uzsi ulohy, na jejiz
t¥i pfipady lze ptivodni tlohu rozlozit.
Uloha 2. V roviné jsou dany rtizné body K, L, M, N. Sestrojte viechny
étverce, jejichz strany lezi na pfimkach, z nichz néktera prochéazi bo-
dem K, jind bodem L, dalsi bodem M a zbyvajici bodem N, pficemz
primky prochéazejici body K, L jsou navzajem rovnobézné.
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MATEMATIKA

Reseni prvni — pomoci Thaletovych kruznic

Uvaha 1. Piipometime si nejprve jednu geometrickou vlastnost, plynouci
z naSich znalosti o stfedovych a obvodovych tihlech. Vime, ze mnozina
vS8ech boda V' v roviné, pro néz mé thel AV B danou velikost w, jsou
dva shodné kruznicové oblouky nad tétivou AB. Zvolme jeden z nich
(obr. 2). Potom plati, ze osy v8ech uhlt AV B, jejichz vrchol V' lezi na
zvoleném kruZznicovém oblouku nad tétivou AB, prochézeji stifedem O
toho oblouku, ktery dopliiuje oblouk AV B do celé kruznice. Je-li totiz O
stfed oblouku AB, jemuz piislusi stfedovy thel ASB velikosti 2w, jsou
stfedové thly ASO a OSB shodné, a jejich velikost je tudiz rovna w.
Proto je i velikost obvodovych thli AVO a OV B stejné, rovnd %.
Polopfimka VO je tedy osou tthlu AV B.
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Obr. 2

Reseni. Ozna¢me po fadé hledané piimky (na nich# budou leZet strany
¢tverce) prochazejici body K, L, M, N odpovidajicimi pismeny k, I,
m, n. Podle zadéni plati k || [, takZe musi platit ¥ L m al L n.
Ozna¢me X prusec¢ik piimek k, m a Y prisecik pfimek [, n (obr. 3).

Protoze tisecka XY bude jednou z tihlopfi¢ek hledaného ¢tverce, bude
na piimce XY lezet osa pravého tthlu K X M. Podle vyse uvedené uvahy
tedy prochazi pfimka XY stfedem O toho oblouku Thaletovy kruznice
sestrojené nad prumérem K M, ktery neobsahuje bod X. Na pfimce XY
vSak zaroven lezi osa protilehlého thlu LY N, ze stejného diivodu bude
tedy pfimka XY prochézet také stiedem O’ piislusného oblouku LN
Thaletovy kruZnice opsané nad primérem LN (obr. 4).
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Obr. 4

Z predchozi tvahy vyplyva, ze thlopricka XY lezi na pfimce OO/,
kde O, O’ jsou popsény vyse. Protilehlé vrcholy X, Y (kterymi je hle-
dany ¢tverec ziejmé uréen) jsou pak zbyvajici dva pruseéiky piislusnych
Thaletovych kruznic s pfimkou OO’.

Kazdy z bodt O, O’ mizeme sestrojit dvéma zpusoby (jako stfed
jedné ze dvou polokruznic nad KM, resp. LN), dostavame tedy celkem
¢ty piimky O, O’. M4 tedy tloha 2 v obecném piipadé Gtyii Feseni?
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Ne. Uvaha, kterou jsme vyse vedli, fesila ve skuteénosti obecnéjsi tilohu.
Vyuzili jsme pouze kolmost pfimek k, m a kolmost pfimek [, n, ne vsak
uz pozadovanou rovnobéznost primek k, [. Nasli jsme tak zaroven feseni
tvodni tlohy 1 naSeho ¢lanku nejen pro pripad, kdy jsou piimky k, [
rovnobézné, ale také pro pripad, kdy jsou pfimky k, | na sebe kolmé a
navzajem rovnobézné jsou naopak piimky k, n (obr. 5).

0
K
X
O/

™

7 "
N Y M

%
O/
Obr. 5

Obr. 6

Uloha 2 (kde pozadujeme k || I) ma proto v obecném pifpadé dvé
rizné feseni. (Diskusi specidlnich pfipadd provedeme déle.)
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Uplné feSeni tlohy 1. Snadno nahlédneme, Ze tloha 1 mé obecné jesté
dalsi dvé feSeni — takova, v nichZ jsou rovnobézné piimky k, m (obr. 6).
M4 tedy celkem az Sest FeSeni, po dvou pro kazdou z voleb & || I, k || m,

Ve zvlastnich polohach praméra KM a LN (a Thaletovych kruznic
nad nimi) mohou nékteré z boda O, O, X, Y splynout. V konstrukcich
je vSak musime rozliSovat. Na obr. 7 vidite pfipad, kdy splynou obé Tha-
letovy kruznice, a spojnice OO’ je tedy zarover thlopfickou hledaného
¢tverce (O je stfedem oblouku nad K M a zaroven je druhym prusecikem
ptimky OO’ s Thaletovou kruznici nad LN).

Obr. 7

Diskuse po¢tu Feseni ilohy 2. Na obr. 8, 9 vidite jeden speciédlni ptipad,
kdy ma uloha nekoneéné mnoho feseni. Oznac¢ime nyni O, O; stfedy
polokruznic Thaletovy kruznice nad KM a obdobné O’, O] stfedy po-
lokruznic nad LN. Ve zvlastnich polohach téchto kruznic mohou mit
mnoziny {O,01} a {O’,; 01} jeden spoleény bod. (Rovnost obou mno-
7zin je zaddnim vyloucena, protoze body K, L, M, N jsou rizné.) Je-li
napt. O = O', pak thlopficka XY miiZe lezet na libovolné pfimce, ktera
prochizi bodem O a protind oblouky KO1M a LO}|N, proto mé tloha
nekonec¢né mnoho feseni.

Dalsi zvlastni piipady zde rozebirat nebudeme, diskuse neni snadna.
Precizni diskusi tlohy si ukdzeme u jinych postupt. Obecné lze Fici to-
lik, Ze jiny podet FeSeni lohy 2 nez dvé dostaneme bud tehdy, jestlize
pfimka OO’ (nebo piimka O;01) protne spole¢ny bod Thaletovych kruz-
nic — pak ma nalezend uhlopficka nulovou délku a hledany ¢tverec de-
generuje v bod, tiloha tedy nemé feseni. Jestlize body O, O’ splynou,
m4 tloha nekoneéné mnoho feseni. Lze ukazat, Ze oba specidlni piripady
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nastavaji pro situaci, kdy jsou tsecky KL a M N navzajem kolmé. Jsou-
li shodné, ma tloha nekoneéné mnoho feseni, kazdy smeér piimky k s
vyjimkou sméru pfimky K L je smérem strany hledaného ¢tverce. Pokud
usecky nejsou shodné, tiloha nema reSeni.

O1

Obr.9

Reseni druhé — s vyuZitim posunuti (a Thaletovy kruznice)

Uvaha 2. Snadno nahlédneme, Ze velikost a smér stran hledaného ¢tverce
se nezméni, posuneme-li nékterou z tisecek K L ¢i M N o libovolny vektor.

Jsou-li totiz dvé dvojice rovnobézek k || I a m || n pfimkami stran né-
kterého ¢tverce, pak tato jejich vlastnost ztistane zachovana, posuneme-li
jednu z téchto dvojic rovnobéZek o libovolny vektor (smér ani vzdalenost
téchto rovnobézek se posunutim nezméni), zatimco druhou dvojici rov-
nobézek ponechdme v pivodni poloze (viz obr. 10 pro posunuti o vektor
MM’, které pfevede dvojici rovnobézek m, n na dvojici m/, n’).

Ulohu tedy zjednodusime tak, Ze nejprve posuneme napi. isecku M N
o vektor MK do polohy M’N’, aby bod M’ splynul s bodem K. Poté
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vyfesime tlohu pro piipad, Zze body K, M’ splyvaji. Nasledné posuneme
feseni — tedy pfimky m’, n’ — v posunuti uréeném vektorem K M zpét do
polohy, kterd vyhovuje ptivodnimu zadani. (Staci sestrojit pouze jednu
z piimek, napf. n’, a vSe ostatni sestrojit jiz v ptvodni poloze; Feseni
tlohy zname, jakmile zndme smér jedné p¥imky, napf. n.)

Obr. 11

Vsimneme si, ze v takto zjednoduseném zadani jiz zndme jeden vrchol
hledaného ¢tverce. Bodem K = M’ musi prochazet dvé navzajem kolmé
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pfimky, na nichz lezi strany ¢tverce, proto je to jeho vrchol. Uhlopiicka
hledaného ¢tverce, kterd timto vrcholem prochazi, lezi na ptrimce, kterd
podle predchoziho Feseni prochazi také bodem O’, stfedem jednoho z ob-
loukt Thaletovy kruznice nad tise¢kou LN’. P¥imka KO’ protne druhy
oblouk LN’ této kruZnice v druhém krajnim bodé& uvazované thlopficky
(obr. 11).

Diskuse FeSeni. Pii uvedeném postupu sestrojime ke kazdé primce n
pfimku m s ni rovnobéznou. Dostaneme tedy pravé obé feseni tlohy 2,
dalsi dvé feseni ptvodni tlohy 1 bychom ziskali pro pfimku m kolmou
k n. Speciélni pfipad nastane, pokud bude bod K = M’ lezet na Tha-
letové kruznici nad LN’. Pokud bude lezet mimo body O, O’, nebude
mit tloha FeSeni (¢tverec bude mit thlopficku nulové délky, zdegeneruje
v bod), pokud s nékterym z téchto bodi splyne, bude mit thlopficka
z vrcholu K ,neurleny“ smér, takze pak miize lezet na kazdé pfimce
prochézejici bodem K s vyjimkou pfimky KL (a tloha bude mit neko-
neéné mnoho feSeni). Snadno nahlédneme, Ze specialni pfipady nastanou
pravé tehdy, jsou-li tisecky KL, M N navzajem kolmé, pri¢emz ptipad
K = O (nebo K = O’) nastane pravé tehdy, jsou-li obé tsecky navic
shodné.
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Reseni tfeti — s vyuZitim posunuti a otacéeni

Po predchozi ivaze 2 vyjdeme ze zjednoduseného zadani pro K = M’
(obr. 12). Hleddme zbyvajici vrcholy ¢tverce o vrcholu K, jehoz strany
neprochdzejici bodem K lezi na primkéach I, n/, které prochazeji da-
nymi body L, N’. Otoéime-li pfimku n’ o 90° ve vhodném sméru kolem
bodu K, splyne s piimkou /. Bod N’ pfejde v tomto oto¢eni do bodu N*,
ktery bude na pfimce [ lezet. Jinymi slovy: pfimka [ bude urcena body L
a N*. Jelikoz mtzeme p¥imku n’ (bod N’) otoéit v kladném ¢&i zaporném
sméru, ziskdme tak pro smér pfimky [ dvé rizna feSeni (obr. 12, 13).

Diskuse FeSeni. Pokud po otoceni body L, N* splynou, je kazdy smér
s vyjimkou sméru p¥imky K L vyhovujici pro ptimku [. Uloha mé v tako-
vém pripadé nekonecné mnoho feseni. Pokud body L, N* nesplynou, ale
pfimka LN* bude prochazet bodem K, nebude mit tloha Feseni. Opét
vidime, Ze vyjimecné pripady nastavaji tehdy, jsou-li tsecky KL, M N
navzajem kolmé. Nekone¢né mnoho feseni ma tloha pravé tehdy, jsou-li
zminéné usecky navic shodné.
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Reseni ¢tvrté — pomoci analytické geometrie

V roviné s kartézskou soustavou souradnic Ozy jsou dany ¢tyti body
K[K;,Ks|, L[L1, L], M[M, M), N[N1, N2]. Najdeme rovnice pfimek
k,l, m, n, které témito body po radé prochézeji a spliuji podminky tlohy
tak, ze pfimky k, [ jsou navzajem rovnobézné. Proto musi byt hledané
pfimky k, m prochézejici body K[K1, K2], M[M1, M2] navzajem kolmé.
Ulohu vyfesime, kdyz vypoéteme jejich nezndmé normalové vektory
k = (k1,k2), m = (my, ms). ProtoZze m L k, mizeme pfi daném oznaceni
soufadnic vektort zvolit m; = ko, mg = —k1, tedy m = (ka,—k1), a
hledat pouze neznamé soutadnice ki, ko vektoru k.

Z podminek K € k, M € m plynou rovnice pfimek k, m:

k:kix+ kgy = k1K1 + kKo
m k?z.%‘ — k‘ly = k?le — klez

Protoze dvojicemi bodu L, K, resp. M, N, prochazeji primky I, k, resp.
m, n, na nichz lezi protilehlé strany ¢tverce, musi platit |[Lk| = |Nm].
Tuto rovnost mizeme vyjadiit vztahem

‘kﬁlLl + Iszg — lel — k‘gKQl _ ‘]ngl — Ilez — Ingl + k1M2|

coz je ekvivalentni s rovnosti

(k1L + koLo — k1 Ky — ko Ko| = [kaN1 — k1 No — ko My + k1Mo,
tedy
k1(L1 — K1) + ka(La — K3) = £ (ko(N1 — M) — k1 (Na — My)). (1)
Zavedeme-li pro zadané body K, L, M, N tfi vektory u, v, w, vztahy
— —_—

u=KL, v=MN, wlv, |w=]|v|

lze pomoci nich zapsat odvozenou podminku (1) ve tvaru
k-u==xk-w, neboli k- -(utw)=0. (2)

Protoze k # o, plyne ze vztahu (2) bud k L (v + w), nebo u + w = o.
Podminka (2), kterd je vyslednou rovnici pro hledany normélovy vektor
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pfimky k, zarucuje rovnost |Lk| = |Nm)|, pfi¢emz vzdalenost |Lk| je dél-
kou strany hledaného ¢tverce. Musi byt proto nenulova, musi tedy navic
platit k - u # 0 (podle vySe uvedeného vyjadieni délky |Lk|, rozmyslete).
Shrneme vysledek nasich vypocti: Je-li vektor k fesenim skalarni rov-
nice (2) splitujici podminku k - u # 0, maji vyhovujici ptimky k, I, m, n
rovnice:
k: kl.’ﬂ —+ ka = k‘lKl + kQKQ
l:kiz + kgy =ki1L1 + koLo
m: ]CQ.Z‘ — kly = k2M1 — kleg
n: ]€2.’L‘ — kly = k2N1 — k1N2

Diskuse. Podle odvozené rovnice (2) a podminky k - u # 0 rozlisime t¥i
pripady:

a) u=+w
Tento pripad nastane, praveé kdyz jsou tsecky K L, M N navzajem kolmé
a shodné. Rovnice (2) je pak splnéna pro kazdy nenulovy vektor k. Pak

jsou kazdé dvé rovnobézky k, ! libovolného sméru (kromé sméru ﬁ,
kdy by splynuly) vedené body K, L a k nim kolmé ptimky m, n vedené
body M, N prodlouzenim stran néjakého ¢tverce.
b)u ffw
Rovnice (2) ma dvé feSeni: k L (v £ w). Pfimky k, [ jsou rovnobézné
bud s vektorem u+ w, nebo s vektorem u — w. Uloha tedy mé dvé feseni.
c)ul| w,u#tw
Nenulové vektory u 4+ w, u — w jsou rovnobézné s vektorem u. Neni
tedy splnéna podminka k - u # 0 pro Z4dné Feseni rovnice (2). Uloha
nemé feSeni, protoze pfimky k, | dané uvedenymi rovnicemi splyvaji
(obé s piimkou KL).
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