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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Geometricky dikaz
zobecnéné Pythagorovy véty

Roberto Marcial Ndjares Romero, Gymndazium Nad Kavalirkou, Praha

Pythagorova véta

Pythagorova véta je probirana na druhém stupni zékladni skoly. Jedno
z moznych znéni této véty je: V pravouhlém trojuhelniku je obsah ctverce
sestrojeného mad preponou roven souctu obsahid obou ctvercu sestroje-
nyjch nad obéma odvésnami. Algebraické dikazy jak klasické Pythago-
rovy véty, tak i jeji zobecnéni lze najit v literatufe i na internetu. Geo-
metrickych dikaza klasické Pythagorovy véty, jak pomoci tzv. appleti,
tak i bez nich, 1ze rovnéz najit celou fadu.

Ctverce lze ve formulaci Pythagorovy véty zaménit jakymikoliv jinymi
geometrickymi Gtvary (polokruznicemi, obdélniky, trojuhelniky atd.) za
predpokladu, Ze jsou navzajem podobné a jejich rozméry jsou timérné
délce prislusné strany trojuhelniku.

Ucelem ¢lanku je ukazat geometricky diikaz zobecnéni Pythagorovy
véty na libovolné pravidelné n-uhelniky sestrojené nad stranami pravo-
hlého trojihelniku pomoci appletu vytvoreného v programu GeoGebra.
GeoGebra je matematicky program (freeware), ktery spojuje geometrii
a vypocty; byl vyvinut v Rakousku Markusem Hohenwartrem a existuje
jiz v t¥iceti jazykovych verzich, vcetné ceské.

Obdélniky nad stranami pravoihlého trojihelniku

Mame-li libovolny pravouhly trojuhelnik ABC a nad pfeponou c se-
strojime obdélnik o rozmérech ¢, kc a nad odvésnami a a b sestrojime
po fadé obdélniky o rozmérech a, ka a b, kb, kde k je libovolné kladné
realné ¢islo, dokazeme, Ze obsah obdélniku nad pfeponou je roven souc¢tu
obsahti obou obdélnikt nad obéma odvésnami.

Ke geometrickému dilkazu tohoto tvrzeni sestrojime obdélnik o roz-
mérech ka—+b a kb+a (obr. 1). Pov§imnéme si prostfedniho étyfihelniku
(neni tézké se presvédcit z podobnosti trojihelniki, Ze se jednéd o obdél-
nik), ktery mé rozméry ¢ a kc. Tedy jeho obsah je kc?. N4§ piivodni
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obdélnik je rozdélen na ¢tyfi trojuhelniky a pravé uvedeny prostifedni

obdélnik. Rozméry trojuhelnikti jsou vidét na obr. 1
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kryvat s dolnim levym trojihelnikem (obr. 2).
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Obr. 1

Nyni budeme postupné posouvat trojuhelniky. Nejdfive trojuhelnik
z horniho pravého rohu posuneme, dokud se nebude dotykat, ale nepte-

Obr. 2
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Pak posuneme horni levy a dolni pravy trojuhelnik do pozice, jak

ukazuji obr. 3 a obr. 4. VSechny tyto pohyby se ovladaji v appletu pomoci
posuvnikl oznacenych t, m a n.
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Obr. 4

Vsimnéte si opét bilé ¢asti obdélniku; jsou to dva obdélniky o rozmé-
rech a, ka a b, kb, obsah prvniho je ka? a obsah druhého kb2. Proto plati,
7e kc® = ka® + kb2, a to jsme chtéli ovéfit. Pokud v nasem appletu zvo-
lime k = 1, dostaneme specidlné geometricky diitkaz Pythagorovy véty.
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Pravidelné n-tihelniky nad stranami pravouhlého trojihelniku

Nyni ukézeme, jak z predchoziho tvrzeni dostaneme geometricky di-
kaz Pythagorovy véty zobecnény na libovolné pravidelné n-thelniky se-
strojené nad stranami pravotthlého trojihelniku.

Méjme libovolny pravouhly trojuhelnik ABC s pfeponou c. Sestro-
jime nad pfislusnou stranou trojihelniku pravidelny n-uhelnik se stranou
délky a (b, ¢). Kazdy z téchto n-thelnikd rozdélme na n rovnoramennych
trojuhelnikt se zdkladnou délky a (b, ¢). Na obr. 5 je situace pro n = 6.

Obr. 5

Nyni uvazujme rovnoramenné trojuhelniky sestrojené nad kazdou
stranou pravouhlého trojuhelnika. Oznacime-li S,, Sy, S. obsahy pra-
videlnych n-thelnikd, pak jsou obsahy pfislusnych trojthelnikd S,/n,
Sp/n, S./n. Piedpokladejme, Ze mame dokdzanou Pythagorovu vétu pro
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nase trojuhelniky, tzn. % = % + % Pak rovnéz plati S. = S, + Sp.
Proto poté staci dokazat, ze Pythagorova véta plati pro nase uvazované

rovnoramenné trojuhelniky.

é Obr. 6

Rozdélime trojuhelnik na dva pravothlé trojuhelniky (obr. 6) a slo-
Zime z nich obdélnik o rozmérech a/2 a v, (kde v, je vyska trojihelnika
ke strané a). Jak snadno zjistime, o = 360°/n a vyska v, ptli tento thel,
proto cotg(180°/n) = v,/(a/2), tedy v, = (a/2) cotg(180°/n).

al2.cotg(180°/n)

Obr. 7

al2

Obdobné pro dalsi strany dostaneme obdélniky o rozmérech b/2,
(b/2) cotg(180°/n) a ¢/2, (¢/2) cotg(180°/n). Obsahy téchto obdélnikl
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jsou (obr. 7)

a® 180° b? 180° c? 180°
cotg , —-cotg , —-cotg
n 4 n 4

Rozptlime vodorovnou pfimkou tyto obdélniky (obr. 8) a sestavime
obdélniky o rozmérech a a (a/4) cotg(180°/n), b a (b/4) cotg(180°/n),
c a (¢/4) cotg(180°/n). Nyni staéi polozit

a pouzit nase piedchozi tvrzeni. Cislo k je kladné, nebof n > 3 a
180°/n < 180°/3 = 60° a hodnoty kotangens ostrého thlu jsou kladné.

al2.cotg.(180%n)

. Obr. 8
Poté nakonec dostaneme
c? 180°  a? 180°  b? 180°

— cot = — cot — cot .
4cogn 4cogn+4cogn

7 postupu vidime, Ze obsah posledniho obdélniku je stejny jako obsah
uvazovaného trojuhelniku, coz jsme chtéli dokdzat. Tim je zobecnéna Py-
thagorova véta dokazana pro libovolné pravidelné n-thelniky sestrojené
nad stranami pravothlého trojihelniku.

Pozndmka: Applet, o kterém se mluvi v tomto ¢lanku, je mozné spustit
¢i stdhnout na strance http://www.rmaster.wz.cz v odkazu Blog >
Geometricky dikaz zobecnéné Pythagorovy véty — java applet.
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