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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Soucty prirozenych mocnin 10 v nékolika Glohach

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. Formula for the sum of the first n members of a geometric sequence
with common ratio 10 is derived. Then, certain interesting properties of several
natural numbers are demonstrated in six examples.

V ¢lanku [1] prvniho letodniho ¢isla jsme vyfesili nékolik tloh vyuZzi-
vajicich vzorec pro soucet prvnich n pfirozenych c¢isel. Nyni se budeme
zabyjvat tlohami, k jejichZ feSeni bude nutné znat soucet 1+ 10 4 102+
+10% + --- 4+ 10", Z tohoto diivodu je nepochybné vhodné, abychom
si vzorec pro soucet téchto n s¢itanct nejprve odvodili.

Uloha 1. Uréete soucet s,, = 1+10+10%4---+10""2 410" pro kazdé
prirozené ¢islo n.

Reseni: Hledany soucet n séitancti uréime velmi snadno tak, Ze utvofime
rozdil 10s,, — s, ktery postupné upravime:

105, — sp = (104+10% + -+ + 10" ' +10") — (1 + 104 - + 10" ")
o 1om -1
9

Sn

Pro vsechna pfirozena Cisla n tedy plati:

10" -1

9
Pozndmka: Tento vysledek je zvlastni pripad obecného vzorce, ktery
iik4, Ze soucet s, = a +aq+aq®> +aq® +--- +aq” ! je pro ¢ # 1 roven
%. Presvédcte se, ze pro a = 1 a ¢ = 10 vskutku dostanete vyse
odvozeny vysledek.

14+10+10%+--- + 10" ! =

Nez prejdeme k dalsi tdloze, pripomeneme si, ze kazdé prirozené
n-ciferné ¢islo mizeme v dekadické (desitkové) soustavé vyjadrit ve tvaru

Ap_1-10"" Y4 ay_o-10""2+ .- +ay-10% + aq - 10' + ag,

kde ag, a1, as, ..., a,_1 jsou Cislice 0, 1, 2, ..., 9 a a,_1 # 0. Napf.
¢islo 53 108 se d4 napsat ve tvaru 5-10* +3-10% +1-102 +0- 10+ 8.
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Uloha 2. Je déno &islo 44...4488...89, v jehoZ zapisu jsou na prvnich
n mistech zleva ctyiky, na nasledujicich n—1 mistech osmicky a na misté
poslednim devitka. (Pron = 1 jde o ¢éislo 49, pro n = 2 o ¢islo 4489 atd.)
Dokazte, ze pro vSechna pfirozené ¢isla n je toto ¢islo druhou mocninou
néjakého piirozeného ¢isla.

Reseni: Dané ¢islo zapiSeme ve tvaru

(4-10"7' +4-10*" 2+ +4-10") +
+(8-10" 1 +8-10"%+---+8-10) +9,

nacez z prvni zavorky vytkneme 4 - 10", z druhé 8 - 10 a vyuzitim vzorce
odvozeného v tloze 1 a dalsimi ipravami dostaneme:

4-10"- (10" 1 4+10"2 4 4 1) +
+8-10- (10" 2+ 10" 3+ -+ 1) +9 =

10" -1 10"l —1
=4-10"- +80 ———+9=
4102 +4-10" +1 (2-10”+1)2
o 9 n 3

2-10™
3

rovny tfem, takze Gislo +1 je &islo piirozené, je tim dané tvrzeni

dokéazano.

Uloha 3. Je dano &islo 99...9700...0299...99, jehoz zapis zacina zleva
n — 1 devitkami, po nichz je jedna sedmicka nasledovana n — 1 nulami,
za nimiz je jedna dvojka, po které jde n devitek. (Pro n =1 je to ¢islo
729, pro n = 2 se jedna o ¢islo 970 299 atd.) DokaZte, Ze pro vSechna
prirozena Cisla n je toto Cislo tfeti mocninou néjakého prirozeného cisla.

Reseni: Stejné jako v tiloze predchozi zapiseme dané &islo ve tvaru

9. (10" H 4+ 10%" 2 4 -+ 10°"H1) + 7-10°"+
+2-10"+9- (10" +10"7% + - 4+ 1),

z prvni zévorky vytkneme 102"*! se¢teme é&isla v obou zavorkich a po

52 Rozhledy matematicko-fyzikalni



PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

snadné upravé je dikaz proveden:

9-10%" - (10" + 10" % + - + 10 4+ 1) + 7- 10"+
+2-10"+9- (10" 1+ 10"% 4 41) =
1ot -1 10" -1

:9-102”“-T+7-102”+2-10”+9- =

=10%" —3-10*" +3-10" — 1 = (10" — 1)3

(Pf¥esvédcte se napi., ze pro n = 2 je (102 — 1)3 = 993 = 970299.)

Uloha 4. Je dano ¢&islo a = 177 ... 776, v jehoz zapisu je 2n+1 sedmicek, a
¢islo b = 355...552, v jehoz zapisu je n pétek. Dokazte, Ze pro vsechna
prirozena c¢isla n je druhd odmocnina z rozdilu a — b pfirozené cislo.
(Napi. pron =1jea—b= 17776 — 352 = 17424 = 1322.)

Reseni: Protoze uz mate jisté zkusenosti z feseni pfedchazejicich tloh,
budeme postupovat rychleji:

a=10*"" 470 (10*" +10>" " 4. +1) +6 =

90101 4+ 70 (102" — 1) 454 16 (10*"* — 1)
= X _ .
b=3-10""1 4+ 50 (10" ' +10" 24+ 1) +2 =

_270'10"+50'(10"—1)—|—18_ 16.(2,10n+172)

9 9
2
,_ 16 (1022 —2.10"*1 +1) (4. (10" —1)
“Tre 9 - 3
. . . . 4(0mt-1)
Druhé odmocnina z rozdilu a — b je tedy rovna ———5——=, coz je ¢islo

pfirozené, nebot ¢islo 10"*! — 1 je pro vSechna n délitelné tfemi.

Uloha 5. Je dano ¢islo a = 22499...9100...09, v jehoz zapisu se pred
jednickou nachézi n —2 devitek (n > 1) a po ni n nul a devitka. Dokazte,
7e 3++/a je pro kazdé n > 1 ¢islo pFirozené a Ze jeho zépis koné¢i n nulami.
(Napt. pro n = 2 plati: 3+ /2241009 = 3 + 1497 = 1500.)
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Reseni: Pro &islo a plati:
a=224-10*"+9- (10> " + 10> 7> 4 .- + 10"*?) 410" + 9 =
=224-10%"+9-10"2 (10" 2 + 10" * +--- 4+ 1) + 10" + 9 =
=224-10*" + 10" (10" 2 — 1) + 10" + 9 =
=225-10%" —90- 10" +9 = (15- 10" — 3)>.
Odtud dostdvame 3+ /a =3+ (15-10" —3) = 15-10™.

Uloha 6. Jsou dana t¥i n-ciferna ¢isla: @ = 33...3, b = 44...4, ¢ =

= 55...5. DokaZte, e pro viechna pfirozend ¢isla n plati a? + b2 = ¢2.

Reseni: 7 rovnosti
2 2 2
2 [300" 1) 2 [400" — 1) 2 [0 - 1)
9 ’ 9 ’ 9 ’
je ihned vidét, Ze rovnost a? + b = ¢ plati.

Vratme se na zavér k prvni tloze a pfipomeiime si, jak v ni byl odvozen
vzorec pro soucet 14+104102+---+10""1. Je mozné pouzit tento postup
i k uréeni souc¢tu S,, = 1+2-10+3-102+-- -+ (n—1)- 10" 2 +n-10""1?
Presvédéime se o tom tak, Ze utvorime rozdil 105, — S,,, ktery upravime:

10S, — S, = (10+2-10>+3-10> + - - - +
+(n—2)-10""2 4 (n—1)-10""! +n-10")—
—(142-10+3-10°+4-10°+ -+ (n—1)- 10" > +n-10""") =

=-1-10-10*-10* —--- = 10" 2 - 10" ' +n-10" =
10" -1

+mn-10"

Odtud dostaneme:
. 10” 10n -1
Sn=1+2-10+3-102+---+n-10”—1:”9 -

Ovéifme tento vysledek napt. pro n = 3:
3-103 _ 103 -1 _ 1000 999
9 81 3 81

1+2-104+3-10% = =321
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