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INFORMATIKA

Od numerického experimentu
ke goniometrickym nerovnostem

Pavel Pokorny, Ustav matematiky, VSCHT Praha

Abstract. The article presents how a numerical experiment can be used to
formulate a statement about trigonometric inequalities. It contributes to the
discussion on the relation between pure and numerical mathematics.

Uvod

V ¢lanku [6] najdeme elegantni ditkaz ¢tyf goniometrickych nerovnosti
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které plati pro vnitini uhly «, 3,y libovolného trojuhelnika. Pfivlastkem
elegantni obvykle v matematice oznacujeme postup, ktery je pfesny a
jednoduchy. Naproti tomu postup, ktery je zalozen na numerickém vy-
poctu, je casto povazovan za osklivy, tim spise, je-li proveden pouze na
pocitaci.

Cilem tohoto c¢lanku je ukézat, jak lze numericky experiment vyu-
zit k formulovani presného tvrzeni. V zivoté matematické véty lze casto
nalézt tii stadia: domnénku, dikaz a pouziti. My zde dnes zlstaneme
u domnénky. Bude to vSak vyvazeno tim, ze nasim vysledkem bude zo-
becnéni vyse uvedenych nerovnosti.

Tato préce je podporovana projektem MSM 6046137306 a vznikla diky
pfistupu k vypocéetnim zdrojuim METACentrum v ramci MSM 6383917201.
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Pii bliz§im pohledu na nerovnosti (2) a (3) je vidét, ze vyrazy na levé
strané jsou zvlastni pfipady obecnéjsiho vyrazu

sin(pa) + sin(pB) + sin(py). (5)

Pro p = 1 dostaneme levou stranu nerovnosti (3) a pro p = % dostaneme
levou stranu nerovnosti (2). A podobné vyrazy na levé strané nerovnosti
(1) a (4) jsou zvlastni pfipady obecnéjsiho vyrazu

cos(pa) + cos(pf3) + cos(py). (6)

My se pokusime nalézt maximum i minimum vyraza (5) a (6) pro libo-
volné pevné p € (0,1).

Numericky experiment

Pro zvolené hodnoty p, «, 3, v lze snadno vy¢islit vyraz (5). Hledame-
-li maximum tohoto vyrazu pro pevné p a pro proménné «, 3,y spliujici
podminky o« > 0, 8 > 0, v > 0, a + 8+ 7 = =, lze postupovat tak,
Ze postupné generujeme dvojice «, 5 € (0, ) (budto ndhodné nebo z né-
jaké, napt. ekvidistantni m¥izky). Pokud vygenerovana dvojice nesplituje
podminku a + § < w, tak ji ignorujeme, pokud tuto podminku spliuje,
tak dopoéteme v = — (o + ) a vyéislime vyraz (5). Pokud nas novy
vysledek prevysuje dosud nalezenou nejvétsi hodnotu, tak ji nahradime
novym vysledkem. Podobné porovname nas novy vysledek s dosud nale-
zenou nejmensi hodnotou. Postup zopakujeme pro velky pocet, napi. 106,
raznych dvojic «, 8. Tak dostaneme odhad minima a maxima vyrazu

sin(pa) + sin(pB3) + sin(py)

pro jedno pevné p.

Postup zopakujeme pro velky poéet, napt. 103, hodnot p z intervalu
(0,1). Potom vyneseme do grafu zévislost odhadnutého maxima na pa-
rametru p (obr. 1). Tento graf ndm poslouzi jako inspirace pro vysloveni
domnénky, Ze maximum souctu sint je 3sin 2. Dosadime-li p = 1, do-

staneme % ve shodé s (3), a dosadime-li p = %, dostaneme % opét
ve shodé s (2). Obdobné postupujeme pro soucet kosint (obr. 1), ktery
nam napovi, ze maximum je 3 cos %. Dosadime-li p = 1, dostaneme %

ve shodé s (1), a dosadime-li p = 3, dostaneme % ve shodé s (4).
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Obr. 1. Zavislost minima a maxima souctu sint (vlevo) a kosinti (vpravo) na
parametru p.

Zavér

Prestoze jsou analytické postupy a vysledky bezpochyby elegantnéjsi,
je jednodussi dokazovat tvrzeni, které jiz mame v podobé domnénky,
nez tvrzeni, jejichz podobu teprve hledame. A pravé pro ziskani této do-
mnénky Ize dnes s vyhodou pouzit numericky experiment s pocitacem.
Ten provedeme u extremalnich tloh tak, Zze vygenerujeme velké mnozstvi
vysledkt pro rtizné hodnoty proménnych a z nich vybereme maximalni
a minimalni vysledek. To lze provést pro riizné hodnoty parametru. Pak
vykreslime zévislost minima a maxima na parametru. Tento graf nam
poslouzi jako inspirace pro uhodnuti skutecné zavislosti. Tak jsme v kon-
krétnim piipadé vyrazi (5) a (6) dospéli k této domnénce: Je-li

p€<071>7 OZZO, 6207 7207 a+5+7:ﬂ7
potom plati
. . . . . TP
sin(np) < sin(pa) + sin(pB) + sin(py) < 3sin 3
p
2 + cos(mp) < cos(pa) + cos(pf) + cos(py) < 3cos 3
Maxima se nabyvaji pro « = 8 = v = %, minima se nabyvaji, je-li jeden
z Uhll roven © a ostatni dva Ghly jsou nulové.

Ctenéf si miize vyzkouset toto cvideni: pokusit se formulovat obdob-
nou domnénku pro $irsi rozsah hodnot parametru p (a poté ji zkusit
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dokézat). Ndpovéda pro prvni tkol: v programu z dodatku upravte fa-
dek p=i/(double)n. Napovéda pro druhy tkol: uvazujte mnozinu

{(a,8,7) €R* 10> 0; B2 0; 7> 0; a+f+7=xr}

Je to rovnostranny trojuhelnik s vrcholy na soufadnicovych osach ve
vzdalenosti © od poc¢atku. Maxima obou vyrazt se nabyvaji ve stfedu
tohoto trojuhelniku, minima ve vrcholech.

Nékdy se z numerického experimentu nepodaii odhadnout hledanou
zévislost jednoduchym vzorcem a je zapotiebi sdhnout po aproximaci,
jako napf. v pripadé kriteria stability svislych kmiti pruzného kyva-
dla [2].

Uhéadnuti hledané zavislosti v zddném pripadé nenahrazuje dikaz.
Mize to byt vsak casto prvni krok, ktery ndm pomtize hledanou zavis-
lost formulovat. Pak se muzeme pustit do toho druhého, elegantnéjsiho
kroku — skute¢ného dikazu.

Dodatek

Zde uvadime program v jazyku C, kterym jsme spocitali data pro
vykresleni grafu extremélnich hodnot vyrazt (5) a (6). Jazyk C je vy-
hodny, protoze kvalitni preklada¢ C je soucasti kazdého Unixu a pfe-
lozeny program je velice rychly. Tento program napf. bézi na pocitaci
s dvougigahertzovym procesorem pfiblizné dvé minuty, pri¢emz vyhod-
nocuje 10° p¥ipadi. Pro vykresleni grafu z vypoéitanych dat jsme pouzili
program xpplot [5]. Pokud by ¢tenaf potfeboval jesté mnohem vétsi vy-
pocetni vykon, MetaCentrum [7] sdruzuje vypocetni centra nejvétsich
¢eskych univerzit a umoznuje pristup k cca tisicovce vykonnych proce-
sorit. O historii vypocetni techniky pojednéava [3], pouZiti pocitacli ke
studiu deterministického chaosu se vénuje [4] a zajimavé odkazy na lite-
raturu o pocitadovych dikazech lze najit v [1].

#include <stdio.h>

#include <math.h>

int main()

{

int i,j,k,n=1000,v;

double a,b,c,f,minsin=0,maxsin=0,mincos=0,maxcos=0,
wsin,wcos;

for (i=0;i<=n;i++){

22 Rozhledy matematicko-fyzikalni



INFORMATIKA

p=i/(double)n;
v=1;
for(j=0;j<=n;j++)
for(k=0;k<=n;k++)
if (j+k<=n){
a=M PIxj/(double)n;
b=M_PI*k/(double)n;
c=M_PI-(a+b);
wsin = sin(p*a)+sin(p*b)+sin(p*c);
wcos = cos(p*a)+cos(p*b)+cos(p*c);
if (v){v=0; minsin=maxsin=wsin; mincos=maxcos=wcos;}
elsed{
if (wsin>maxsin) maxsin=wsin;
if (wsin<minsin) minsin=wsin;
if (Wwcos>maxcos) maxcosS=wcCos;
if (wcos<mincos) mincos=wcos;
};
};

printf ("%G %G %G %G %G\n",p,minsin,maxsin,mincos,maxcos);

b /xi %/

return(0) ;

3

/* main */
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