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NASE SOUTEZ

NASE SOUTEZ

V prvnich tfech cislech letosniho roc¢niku Rozhled matematicko-
fyzikalnich byla znovu oteviena rubrika Nase soutéZ. Byly tam vzdy
zadany dvé ulohy, jedna matematicka, druhd fyzikalni.

V tomto cisle jsou predlozeny dalsi dvé ulohy. Muzete je vyfesit a
feSeni poslat na adresu redakce. Reeni mtize byt v elektronické ¢ papi-
rové podobé. Redakce vase feseni opravi a opravené vam je zasle zpét.
V nékterém z nasledujicich ¢isel pak najdete tlohy vyresené. Za feSeni
kazdé tlohy miizete ziskat az 5 bodd.

Soutéz je kontinudlni, coz znamenad, Ze se vysledky jednotlivych fesi-
teltt budou scitat a povede se prubézna vysledkova listina. V listiné se
nebudou rozlisovat ulohy matematické a fyzikalni. Nejlepsim FeSiteldm
se bude periodicky zasilat matematicka, pripadné fyzikalni literatura.

Nyni tedy predkladdme dvé tlohy, jejichz feSeni poslete do 28. dnora
2010 na adresu redakce.

Uloha 7. Hru hraji dva hraci. Prvni hra¢ zahaji hru hodem kostky (po-
uziva se klasickd kostka, soucet ok na protilehlych sténach je 7). Po
uvodnim hodu se jiz kostkou nehéazi, ale hrac¢, ktery je na tahu, pouze
kostku pfeto¢i na nékterou sousedni sténu. Souéty ok (véetné tvodniho
hodu) na horni sténé se s¢itaji. Hraé, ktery svym tahem ptesdhne sou-
Cet 21, prohrava. S jakou pravdépodobnosti vyhraje prvni hrac, ktery
hazi kostkou?

Hra muze probihat napf. takto: Prvni hrac¢ hodi ¢islo 6, druhy hrac
pretodi kostku na ¢islo 5 (soucet je 11), prvni hra¢ pfetoci opét kostku
na ¢islo 6 (soucet je 17) a druhy hra¢ pretoéi kostku na éislo 4 (soucet
je 21). Znamena to, Ze prvni hra¢ prohrava, nebof po dalsim pfetodeni
kostky bude soucet jiz vétsi nez 21.

(Antonin Jancarik)

Uloha 8. Neopatrny chlapec upustil z balkénu, ktery je ve vysce 3 m
nad zemi, na chodnik maly micek — hopik. Po dopadu na chodnik micek
vyskocil do % ptvodni vysky, pak opét padal na chodnik volnym padem
a cely pohyb se znovu opakoval. Urcete,
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a) do jaké vysky hopik vyskoél po patém odrazu a za jak dlouho od
okamziku upusténi na zem tato situace nastane,

b) pomér velikosti rychlosti pfi patém a prvnim dopadu na zem,

c¢) jakou drahu miéek urazi, nez se jeho pohyb utlumi.

Chlapec dale premyslel, jak zafidit, aby mic¢ek po prvnim odrazu vyskocil

zpatky do téze vysky, z niz padal.

d) Vysvétlete, zda je to mozné, a na zdkladé udanych hodnot urcete
hledanou veli¢inu.

Reste nejprve obecné, potom pro dané ¢iselné hodnoty. Odpor prostiedi

v pritbéhu pohybu micku zanedbejte. Tihové zrychleni g = 9,81m - s~ 2.

(Ivo Volf)

Reseni tloh z &isla 2/2009

Uloha 3.

a) Dokazte, Ze nelze sestrojit ¢tyfthelnik se shodnymi vnitfnimi thly a
stranami délek 1, 2, 3, 4.

b) Sestrojte vSechny Sestitithelniky se shodnymi vnitfnimi thly a stra-
nami délek 1, 2, 3, 4, 5, 6.

c) Dokazte, Ze nelze sestrojit osmidhelnik se shodnymi vniténimi Ghly

a stranami délek 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8. (Jaroslav Zhouf)
Reseni: (podle M. Buchacka)
d
60° ¢
e
b
f
a Obr. 1

a) Ctyfihelnik se ¢tyfmi shodnymi vnitinimi thly m4 vsechny thly
pravé, a jedna se tak o obdélnik nebo ¢tverec. Ani jeden z téchto Gtvari
nemiize mit ¢tyri rizné délky stran.

b) Jeden vnitini thel takového Sestitthelniku bude mit velikost 120°.
Ze vztahu mezi Ghly (obr. 1) plyne, Ze kazdé dvé protéjsi strany budou
rovnobézné. To znamend, zZe si takovy Sestitthelnik mtizeme doplnit na
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obdélnik. Potom plati:
a+ (b+ f)sin30° =d+ (¢ + e)sin30°

(b+¢)cos30° = (f +e) cos30°

1

senim si — 1 4 vvdélen ivame:
Dosazenim sin 30° 5 a délenim cos 30° dostavame

1 1
a+§(b+f):d+§(c+e) (1)

b+c=f+e (2)

Z rovnice (2) vyjadiime napiiklad b a dosadime do (1):
1 1
a+§(2f+efc) =d+ §(c+e)

Upravami ziskame:
a+f=d+c

Odectenim d a f a porovnanim s (2) potom dostdvame podminku ekvi-
valentni vztahtm (1) a (2):

a—d=c—f=e—-b (3)

Hledejme nyni vSechna FeSeni soustavy rovnic (3) tak, aby feSenim byla
celd ¢isla 1 az 6 a kazdé ¢islo bylo pfifazeno pravé jedné neznamé. Snadno
zjistime, Ze rozdily v rovnicich soustavy (3) mohou nabyvat pouze hodnot
1 a 3. To odpovida naptiklad témto dvéma feSenim:

(aabvcadae’f) = (67174355273)

(CL,b,C,d,@,f) = (67175335472)

Uvédomme si, ze pokud mame néjakou Sestici ¢isel spliiujici soustavu
rovnic (3), dalsi FeSeni mtzeme ziskat zdménou a s d, ¢ s f, e s b. Touto
upravou vSak neziskdme Sestithelnik jiného tvaru, jen cyklicky zamé-
nime oznaceni stran. Dalsi FeSeni muZeme ziskat libovolnou zameénou
usporadanych dvojic (a,d), (c, f), (e,b). Resi-li tedy soustavu rovnic (3)
néjakd usporddand Sestice (a, b, c,d, e, f), Tesi tuto soustavu i nasledu-
jlci Sestice: (a, f,e,d,c,b), (e, f,a,b,¢c,d), (¢,b,a, f,e,d), (c,d,e, f,a,b),
(e,d,c,b,a, f).
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Opét si ale mizeme vsimnout, Ze vSechna tato feSeni znazormnuji
shodny sSestithelnik, kterému jsme pouze cyklicky zaménili délky stran
nebo jej znazornili v osové soumeérnosti, a je tak opacné orientovan. Jedi-
nymi feSenimi tlohy tak ztstavaji zminéna dvé. Pokud jiz zname délky
stran, konstrukce takovych Sestitthelnikii spoc¢iva v postupné konstrukci
stran s odpovidajicimi délkami.

¢) Snadno zjistime, Ze protilehlé strany takového osmithelniku jsou
rovnobézné. Doplnénim na obdélnik je zfejmé, ze musi platit:

v2 vz
2

a+(b+h)7=e+(d+f)

Protoze ¢isla a az h jsou cela, plati a = e, coz je vzhledem k pozadovanym
délkam stran nemozné. Sestrojit takovy osmithelnik tedy nelze.

Uloha 4. Na vodorovnou zelezni¢ni trat navazuje traf se stalym sklonem
a = 1,00°, délku pfechodu povazujte za zanedbatelnou. Na sklonénou
trat vytdhneme soupravu vagonti délky I = 240 m tak, Ze jeji dolni konec
je na rozhrani naklonéné a vodorovné roviny, a odbrzdime. Urcete

a) velikost rychlosti vy, kterou bude mit souprava na vodorovné roving,

b) dobu t; od uvedeni do pohybu, za niZ se celd souprava ocitne na
vodorovné roviné,

c) velikost rychlosti vy a ¢as ty v pfipadé, Ze soupravu vytahneme tak,
7e jeji jedna tfetina spociva na vodorovné roviné a zbyvajici dvé
tretiny na naklonéné roviné.

Reste nejprve obecné, potom pro dané ¢iselné hodnoty. Tihové zrychleni
g=981m-s72 (Josef Jiri)

Reseni: (podle autora)
a) Podle zakona zachovani{ mechanické energie je ziskana kinetickd
energie soupravy rovna jeji puavodni potencialni energii, tj.

1 1
imvf =mg - ilsina,

z ¢ehoz

v =+/glsina =6,4m-s L.
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b) Velikost sily F' piisobici ve sméru naklonéné roviny je rovna slozce
tithové sily ¢asti soupravy délky x, kterd se pravé nachazi na naklonéné
rovine:

z .
F = —-mgsina

l
Vzhledem k tomu, ze velikost sily F' je pfimo tmeérna délce z, je pohyb
soupravy ¢asti harmonického pohybu z maximalni nulové vychylky, tedy
po dobu ¢tvrtiny periody. Hledany cas tak je

t_T_n m
1—4_2 9

kde tuhost ur¢ime z krajni polohy x = I:

J— E _ mg sin a
x l

Po dosazeni dostaneme

T l
t = =

=59 s.
2\ gsina s

¢) Podle zdkona zachovani mechanické energie je ziskand kineticka
energie soupravy rovna jeji ptivodni potencialni energii, t;j.

z ¢ehoz

2 2
vg = —\/glsina = §v1 =473 m-s~ L.

3

Hmotnost soupravy ani tuhost se nezménila, ale zménila se maximalni
vychylka. Takovy harmonicky pohyb mé stejnou periodu, a proto plati

t2:t1i598.

Reseni: (podle M. Buchacka)

vvey

hladinu s nulovou potencidlni energii. Pfedpokladejme, ze pfed zacatkem
pohybu se nachazi ¢ast vlaku o délce Iy na roviné (obr. 2).
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7777777 /- —E=0

Obr. 2

Potencialni polohovou energii potom vypocitame jako E, = mgh, kde
m = k(l —ly), k je délkova hustota vlaku a

hy

cosa

1
h= 5([ —lg)sina — hy +
Pro malé thly o mizeme provést aproximaci cos «a = 1, potom
1 9 .
E, = ikg(l —lp)“sina.

Pokud se vlak posune o drahu s, bude mit ¢ast na roviné délku [y + s a
¢ast na sklonéné trati délku [ — [y — s. Potencialni energie vlaku v tomto
stavu je

1
E, = §k;g(l —1lp— 8)?sina.

Ubytek potencialni energie se rovna piirtistku energie kinetické. Jestlize
oznaéime v(t) rychlost vlaku po urazeni drahy s, pak plati

1 1
AE,=E,—E, = 5kg [((—1)>=(—1lp—s)?]sina= §m7}2.

Odtud dostédvame

o) = - to)2 — 1=ty — 517,

Celkovou dobu pohybu ¢ uré¢ime jako

t_/l—lOdS_ l /l—lo dS
o v(s) gsina Jo /T —1)2—(1—1p—9)%
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Zavedeme substituci

. l—l() — S
inm=———
sinm -
Potom
. ds
= (I —1lp)(1 —sinm), am = —(l —1p) cosm.

Po dosazeni

/ (I —lp) cosmdm B
\/ gsin o N
\/l— — (I =1lp)%sin®*m
/ (I —1p) cosmdm
gsina (I —1p)cosm

f T l
2\ gsina’

a po integraci

Nyni pfejdéme k feSeni zadanych tloh:

a) Po dosazeni do vztahu pro v(s) za lp = 0, s = [ dostaneme

v =+/glsina =64m-s L.

b) Po dosazeni do vztahu pro t za Iy = 0, s = [ dostaneme ¢; = 58,8 s.
c) Po dosazeni za ly = 3I, s = 21 do vztaht pro v(s) a ¢ dostaneme

2
vy = g\/glsinoz =43m-s !, ty=1t; =588s.

Stav soutéZe po 4 soutéznich tlohach

Martin Buchacek (Gymnézium Ludka Pika, Plzenl) — 16,5 bodu
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