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MATEMATIKA

Astronomicky cifernik prazského orloje

Filip Krizek, Michal KriZek, Praha

Abstract. In the article, we will show that under stereographic projection a
great circle lying on the surface of the sphere and not passing through the
centre of the projection is mapped into a circle. We will determine the radius
of this circle and the coordinates of its centre. Then, we will use the obta-
ined results to design astronomical dials of astronomical clocks in different
geographical latitudes.

Uvod

Orloj na Staroméstském namésti v Praze vznikl roku 1410, tj. jesté
pred husitskymi valkami, a v roce 2010 mu bylo 600 let. Jeho astrono-
micky cifernik znazornuje geocentricky model vesmiru s nehybnou Zemi
uprostfed, kolem niz obihaji Slunce, Mésic a znameni zvérokruhu ne-
beské sféry. Pfi navrhu ciferniku byla pouzita stereografickd projekce,
jejiz vlastnosti popsal jiz fecky matematik a astronom Klaudios Ptole-
maios (cca 90-160 n. 1.). Promitd se ze severniho pdlu S nebeské sféry
(obr. 1) na rovinu teénou v jiznim pélu. V tomto ¢lanku popiSeme, jak
navrhnout astronomicky cifernik v riznych zemépisnych sirkach.

Na nebeské sféfe je 6 vyznamnych kruznic: nebesky rovnik, obratniky
Raka a Kozoroha, ekliptika (draha Slunce), horizont (tzv. obzornikova
kruZnice) a kruznice ohrani¢ujici oblast astronomické noci, kdy je Slunce
18° pod obzorem. Horizont je priisecnice nebeské sféry s horizontalni ro-
vinou prochézejici stanovistém pozorovatele, ktery je uprostied nebeské
sféry. Na obr. 1 je schematicky znazornéno, kam se jednotlivé kruznice
zobrazuji pfi stereografické projekci na astronomicky cifernik. Jejich ob-
razy se nazyvaji stejné, tj. kruznice, u niz jsou na obr. 1 fimské ¢islice,
se nazyva obratnik Raka, zatimco nejmensi soustfedna kruznice se na-
zyva obratnik Kozoroha. Mezi témito kruznicemi je umisténa dalsi sou-
stfedna kruznice pfedstavujici nebesky rovnik. Ekliptika je vnéjsi kruz-
nice prstence se znamenimi zvérokruhu, ktera se dotyka obou obratnikii.
Kruhovy oblouk horizontu, ktery odpovida zapadu (vychodu) Slunce,
je na obr. 1 oznacen ¢islem 12. Posledni vyznamna kruznice ohranicuje
¢erné vybarvenou oblast astronomické noci. Vzory téchto Sesti kruznic
najdeme na obr. 1 vlevo.
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Obr. 1. Stereografickd projekce Sesti zakladnich kruznic nebeské sféry na astro-
nomicky cifernik prazského orloje (vlevo bokorys v roviné yz a vpravo pudorys
v roviné xy). Stfed promitani je v severnim pélu S nebeské sféry.

Dulezita vlastnost stereografické projekce

Uvazujme kulovou sféru predstavujici nebeskou sféru a na ni stied
promitani S. Necht J je protéjsi bod (odpovidajici jiznimu pélu) a necht
o je rovina tecna v bodé J. Pfi stereografické projekci se bod A kulové
plochy zobrazi na bod A’, ktery je prisec¢ikem pfimky SA s rovinou o
(obr. 2). Nésledujici véta udava velice piekvapivou a dtilezitou vlastnost
stereografické projekce.

Véta (Ptolemaiova). Kruznice lezici na kulové ploSe a neprochdzejici
stredem promitdni S se pTi stereografické projekci zobrazi opét na kruz-
nict.
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V dtkazu Ptolemaiovy véty je v fadé praci (napf. [1, s. 363], [3, s. 341],

[4, s. 533]) opomenut dilezity pfipad, kdy kruZmice je hlavni. Pfipo-
menme, ze hlavni kruznice na kulové plose je takova kruznice, jejiz stied
lezi ve stfedu této plochy. Napi. rovnik, ekliptika ¢i horizont jsou priklady
hlavnich kruznic na nebeské sféte (obr. 1). V dalsim si proto uvedeme
jednoduchy geometricky dikaz tohoto pfipadu. Dtkaz opirajici se o ana-
lytickou geometrii 1ze najit v [2], jiny dtikaz zaloZeny na pojmu limity je
v [6].
Diikaz: Necht tedy k je hlavni kruZnice kulové plochy a necht A € k je jeji
libovolny bod. Oznac¢me o rovinu tec¢nou ke kulové plose v bodé S. Uva-
zujme déle kolmici vedenou ze stfedu promitani S na rovinu kruznice k.
Jeji prisecik s rovinou g ozna¢me D (obr. 2).

o S b

D J C A’
Obr. 2. Stereografickd projekce hlavni kruznice k z bodu S.

Nyni dokazeme, zZe kruznice k se pii stereografické projekci zobrazi na
kruznici k' C g o stfedu D a poloméru |SD)|.
Bodem A vedme teénu ke kulové ploSe rovnobéznou s SD a oznaéme
B € 0 a C € p jeji priseéiky s rovinami o a g. Protoze vSechny teény
z bodu B ke kulové plose jsou stejné dlouhé a protoze SBCD je rovno-
béznik, plati
AB| = |SB| = [CD|. (1)

Odtud a z podobnosti trojihelniktt ABS a ACA’ zjistime, Ze
|AC| = A'CY, )

kde A’ je sterografickd projekce bodu A. Z (1) a (2) mizeme tedy vyjadrit
vzdalenost

|A'D| = |A'C| + |CD| = |AC| + |AB| = |BC| = |SD| (3)

Roénik 86 (2011), ¢islo 1 3



MATEMATIKA

nezévisle na volbé bodu A. (Vsimnéte si, Ze vSechny tisecky ve vztahu (3)
lezi v roviné rovnobézniku SBCD.) Odtud plyne, ze hlavni kruznice k se
zobrazi do roviny g na kruznici k' o stfedu D a poloméru |A'D| = |SD|.

Pfipad vedlejsi kruznice je podrobné dokdzan napf. v [6].

Priklad aplikace

Pouziti Ptolemaiovy véty budeme demonstrovat na tloze, jak by vypa-
dal astronomicky cifernik orloje v riznych zemépisnych sitkach. Poloha
nebeského rovniku a obou obratniki se neméni (srov. obr. 3). Ekliptiku,
ktera se také nemeéni, nebudeme pro jednoduchost zakreslovat. Méni se
v8ak stfedy a poloméry zbyvajicich dvou kruznic — horizontu a kruznice

ohranicujici oblast astronomické noci.

0.0° . 23.4° .

40.0°

50.0°

Obr. 3. Poloha horizontu a oblasti astronomické noci pro rizné zemeépisné Sirky.

Nyni si podrobné odvodime, jak se konkrétné méni polomeér horizontu
a jeho stfedu v zavislosti na sklonu horizontu k projekéni roviné. Na
astronomickém ciferniku zavedme standardni kartézské souradnice x, y
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se stfedem v bodé J. Uvazujme déle rovinu yz kolmou na vodorovnou
osu z (srov. obr. 1 a 4). Poéatek soufadnic v roviné yz je tedy v bodé
J = (0, 0) a necht stfed promitani je S = (0, 2), tj. bez Gjmy na obecnosti
predpokladame, ze kulovéd plocha mé polomér 1. Bod A = (y, z) # S na
kulové ploSe se pii stereografické projekci zobrazi na bod

A= (y,0) = (2790) (4)

2—z

jak snadno zjistime z podobnosti trojihelniktt A’JS a AZS pomoci po-
méru délek jejich odvésen y' : 2 =y : (2 — 2).

P’ J A Yy
Obr. 4. Stereograficka projekce hlavni kruznice k pfedstavujici horizont.

Hlavni kruznici odpovidajici horizontu nebeské sféry oznacme k. Jeji
rovina je rovnobéznd s osou z a necht sklon této roviny k projekéni roving
zy je a < 90°. Pak

A= (cosa,1l —sina)
je nejblizsi bod kruznice k od roviny xy (pro a = 0° neni jediny). Vidime,
ze
P =(—cosa,1+sina)

je proté&jsi bod na kruZnici k vzhledem k A, a tsecka AP je tudiZ pri-
mérem k. Podle (4) dostaneme

2 -2
Al = (7“’_” ,o) a P = (7‘3‘?8“,0).
1+sina 1 —sina
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Odpovidajici kruznice k¥’ v projekéni roviné mé tedy pro 0° < a < 90°
polomér
cos o cos o

()

Stred kruznice k' se naléza uprostred tsecky A'P’, tj. v bodé (A’ + P’).
Soufadnice stfedu k' v projekéni roving zy pak jsou (0, s), kde

1
r’:—|A'P'|: - - .
2 1+sina 1—sina

’ COs « COS «

"~ 1l4sina 1-sina’ (©6)

Na obr. 3 vidime, jak se méni horizont v rtiznych zemépisnych sirkach
podle vztaht (5) a (6). Pro zajimavost je zde ¢erné zakreslena i oblast
astronomické noci (pro ni jsou pfislusné vztahy odvozeny v [5]). Soucet
sklonu horizontu «a a severni s§itky pozorovatele je roven 90°. V Praze je
tedy sklon horizontu 90° — 50° = 40°. Na obr. 3 si povSimnéte, Ze na
rovniku, ktery odpovida limitnimu sklonu o = 90°, horizont degeneruje
na primku. Kruznice lezici na kulové plose a prochéazejici stfedem pro-
mitdni S se totiz pii stereografické projekci zobrazi na pfimku (dtikaz
je v [6]). Z obr. 3 je déle patrno, Ze na polarnim kruhu se horizont do-
tyka obratnikti Raka i Kozoroha. U orloje na severnim pélu by horizont
dokonce splyval s nebeskym rovnikem.
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