Rozhledy matematicko-fyzikalni

Ulohy doméciho kola 61. ro¢niku Matematické olympiady pro Zaky
stfednich $kol

Rozhledy matematicko-fyzikdlni, Vol. 86 (2011), No. 1, 35-38

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/146402

Terms of use:

© Jednota Ceskych matematiku a fyzika, 2011

Institute of Mathematics of the Czech Academy of Sciences provides access to digitized
documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This document has been digitized, optimized for electronic delivery
O and stamped with digital signature within the project DML-CZ:
The Czech Digital Mathematics Library http://dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/146402
http://dml.cz

SOUTEZE

Ulohy doméciho kola 61. ro&niku
Matematické olympiddy pro zaky strednich skol

Kategorie A

1. Ozna¢me n soucet vSech desetimistnych c¢isel, kterda maji ve svém
dekadickém zapise kazdou z ¢islic 0, 1, ..., 9. Zjistéte zbytek po déleni
¢isla n sedmdesati sedmi. (Pavel Novotng)

2. Na setkani bylo nékolik lidi. Kazdi dva, ktefi se neznali, méli mezi
ostatnimi piftomnymi pravé dva spoleéné znamé. Ucastnici A a B se
znali, ale neméli ani jednoho spole¢ného znamého. Dokazte, ze A1 B
méli mezi pritomnymi stejny pocet znamych. Ukazte rovnéz, ze na
setkani mohlo byt pravé Sest osob. (Vojtech Balint)

Vv

daného rovnoramenného trojuhelniku, ktery neni rovnostranny.

a) Dokazte, ze bod S je vnitfnim bodem usecky TV .

b) Uréete pomér délek stran daného trojahelniku, je-li bod S stfedem
usecky TV. (Jaromir Simsa)

4. Necht p, q jsou dvé rizné prvodisla, m, n pfirozend ¢isla a soucet

mp—1 ng—1
p i q
q p
je celé cislo. Dokazte, ze plati nerovnost
m n
—+—>1.
q p ,
(Jaromir Simsa)

5. Jsou dany dvé shodné kruznice k1, k2 o poloméru rovném vzdélenosti
jejich stiedu. Jejich pruseciky oznac¢me A a B. Na kruznici ks zvolme
bod C tak, Ze useCka BC protne kruznici k; v bodé rtuzném od B,
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ktery oznac¢ime L. Pfimka AC protne kruznici k1 v bod€ rizném od A,
ktery oznacime K. Dokazte, Ze pfimka, na niz lezi téznice z vrcholu C
trojuhelniku K LC, prochéazi pevnym bodem nezavislym na poloze
bodu C. (Tomas Jurik)

6. Najdéte nejvétsi redlné Cislo k takové, ze nerovnost

2(a® + kab + b?)
ktasn) 2V

plati pro vechny dvojice kladnych redlnych ¢isel a, b. (Jan Mazdk)
Kategorie B

1. Mezi vSemi desetimistnymi Cisly délitelnymi jedenacti, v nichz se
zadné cislice neopakuje, najdéte nejmensi a nejvétsi.
(Jaroslav Zhouf)

2. Je dan pravouhly trojuhelnik ABC' s pravym thlem pii vrcholu C,
jehoz obsah oznaéme P. Necht F' je pata vysky z vrcholu C na pre-
ponu AB. Na kolmicich k pfimce AB, které prochézeji vrcholy A a
B, v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC uvazujme po fadé body D
a E, pro néz plati |AF| = |AD| a |BF| = |BE|. Obsah trojthelniku
DEF ozna¢me . DokazZte, ze plati P > @, a zjistéte, kdy nastane
rovnost. (Jaroslav Svrcek)

3. Najdéte vSechny dvojice realnych cisel x, y, které vyhovuji soustavé
rovnic

(Zépis |a| znadi dolni celou &dst Eisla a, tj. nejvétsi celé ¢islo, které
nepfevysuje a.) (Pavel Novotny)

4. Jsou dany dvé rtznobézky a, ¢ prochazejici bodem P a bod B, ktery
na nich nelezi. Sestrojte pravothelnik ABCD s vrcholy A, C' a D po

fadé na pfimkéach a, c a PB. (Jaromir Simsa)
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5. V jistém mésté maji vybudovanou sit na Sifeni pomluv, v niz si kazdy
pomlouvac¢ vymeénuje informace se tfemi pomlouvackami a kazda po-
mlouvacka si vymeénuje informace se tfemi pomlouvaci. Jinak se po-
mluvy nesifi.

a) Dokazte, ze pomlouvaédii a pomlouvadek je stejny pocet.

b) Pfedpokladejme, Ze sit na pomlouvani je souvisla (pomluvy od
libovolného pomlouvace a libovolné pomlouvacky se mohou dostat
ke vSem ostatnim). Dokazte, ze i kdyZ jeden pomlouvaé zemfe,
zustane sif souvisla. (Jdn Mazdk)

6. Anna a Bedfich hraji karetni hru. Kazdy z nich mé pét karet s hod-
notami 1 az 5 (od kazdé jednu). V kazdém z péti kol oba vylozi jednu
kartu a kdo ma vyssi ¢islo, ziskd bod. V pripadé karet se stejnymi
Cisly neziska bod nikdo. Pouzité karty se do hry nevraceji. Kdo ziska
na konci vice bodt, vyhral. Kolik procent ze vSech moznych prabéht
takové hry skonéi vyhrou Anny? (Tomds Jurik)

Kategorie C

1. Najdéte vSechny trojcleny p(x) = az?+ bx + ¢, které davaji pii déleni
dvojcélenem = + 1 zbytek 2, pfi déleni dvojclenem x + 2 zbytek 1,
pficemz p(1) = 61. (Jaromir Simsa)

2. Délky stran trojihelniku jsou v metrech vyjadieny celymi ¢isly. Ur-
Cete je, mé-li trojuhelnik obvod 72m a je-li nejdelsi strana trojuhel-
niku rozdélena bodem dotyku vepsané kruznice v poméru 3 : 4.

(Pavel Leischner)

3. Najdéte vSechny trojice pfirozenych Cisel a, b, ¢, pro néz plati mnozi-
nova rovnost

{(a,b),(a,c), (b,c),[a,b],[a,c], [b,c} = {2,3,5,60,90, 180},

kde (x,y) a [x,y] znali po fadé nejvétsi spoleény délitel a nejmensi
spoleény nasobek ¢isel = a y. (Tomds Jurik)

4. Reélna cisla a, b, ¢, d vyhovuji rovnici ab + bc + cd 4+ da = 16.
a) Dokazte, Ze mezi ¢isly a,b, ¢, d se najdou dvé ¢isla se sou¢tem nej-
vyse 4.
b) Jakou nejmensi hodnotu miZe mit soucet a® + b2 + ¢* + d*?
(Jdn Mazdk)
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5.

Je dan rovnoramenny trojuhelnik se zakladnou délky a a rameny
délky b. Pomoci nich vyjadfete polomér R kruznice opsané a polo-
mér r kruznice vepsané tomuto trojihelniku. Pak ukazte, ze plati
R 2 2r, a zjistéte, kdy nastane rovnost. (Leo Bocek)

Na hraci desce n xn tvorené bilymi ¢tvercovymi poli se Markéta a Te-
reza stfidaji v tazich jednim kamenem pii nasledujici hie. Nejprve
Markéta umisti kdmen na libovolné pole a toto pole obarvi modie.
Dale vzdy hracka, ktera je na tahu, provede s kamenem skok na pole,
které je dosud bilé, a toto pole obarvi modfe. Pfitom skokem ro-
zumime obvykly tah Sachovym jezdcem, tj. pfesun kamene o dvé
pole svisle nebo vodorovné a soucasné o jedno pole v druhém sméru.
Hracka, ktera je na fadé a jiz nemuze tahnout, prohrava. Postupné
pro n = 4,5, 6 rozhodnéte, kterd z hracek mize hrat tak, ze vyhraje
nezdvisle na tazich druhé hracky. (Pavel Caldbek)

Ulohy 52. ro&niku fyzikalni olympiady,
kategorie G — Archimédiada

Ivo Volf, Univerzita Hradec Krdlové a Ustredni komise FO

FO052G1 Kolik naloZime

Automobilovy piivés, ktery vyuZivaji chalupaii k prepravé materidlu,
mé nékladovou plochu o rozmeérech: sitka 1,40 m, délka 1,60 m a vyska
hrazeni 40 cm. Pfivés mé nosnost 560 kg.

a)

b)

38

Na piivésu je tfeba pfepravit pisek pro stavebni tpravy. Do jaké
vysky lze sypat na pfivés pisek, aby nebyl pfivés pretizen? Hustota
suchého pisku je podle tabulek 1 500 kg/m?.

Béhem cesty ridi¢ zastavil na svacinu, avSak zacalo prSet tak, ze
spadlo 20 mm/m?. Voda se vsakla do pisku. Jak se zménila hmotnost
nakladu a jaka byla hustota mokrého pisku?

Ridi¢ pii dalsi cesté do prodejny stavebnin nakoupil nékolik beto-
novych sloupti na stavbu plotu. Vyska sloupkd byla 180 cm, je-
jich ¢tvercovy kolmy fez mél délku strany 20 cm, hustota betonu
je 2 400 kg/m3. Kolik sloupkt mohl ¥idi¢ naloZit na pifvés a jak je
umistil?
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