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SOUTEZE

Z9-1-5 Pred vano¢nim koncertem nabizeli zaci k prodeji 60 vyrobku
z hodin vytvarné vychovy. Cenu si mohl kazdy zédkaznik urcit sam a cely
vytézek Sel na dobrocinné ucely. Na zacatku koncertu zaci spocitali, kolik
korun v primeéru utrzili za jeden prodany vyrobek, a vyslo jim pfesné celé
¢islo. Protoze stéale neprodali vSech 60 vyrobki, nabizeli je i po koncerté.
To si lidé koupili jesté dalsich sedm, za které dali celkem 2505 K¢. Tim
se prumeérnd trzba za jeden prodany vyrobek zvysila na rovnych 130 K¢.
Kolik vyrobkt pak ztistalo neprodanych? (L. Siminek)

Z9-1-6 V obdélnikové zahradé roste broskvon. Tento strom je od dvou
sousednich roht zahrady vzdalen 5 metri a 12 metrti a vzdalenost mezi
zminénymi dvéma rohy je 13 metri. Dale vime, ze broskvon stoji na
thlopfic¢ce zahrady. Jak velkd muze byt plocha zahrady? (M. Mach)

61. rocnik Matematické olympiady,
tlohy domaciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvo-
fit a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni
téchto dvou tloh odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové
rozhrani pi¥istupné na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také
naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni budou automaticky vyhod-
nocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se
dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziskd plny pocet
bodd, mizete své feseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, vasim tikolem je nalézt efektivni
algoritmus Tesici zadany problém. Reseni tlohy se sklad4 z popisu na-
vrzeného algoritmu, zdtivodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a odhadu
Casové a pamétové slozitosti. Soucasti Feseni je i zapis algoritmu ve formé
zdrojového kédu nebo pseudokédu v tloze P-1-3 a vysledny zlomkovy
program v tloze P-I-4. Reseni téchto dvou tloh odevzdavejte ve formé
souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni vSech tiloh miizete odevzdavat do 15. listopadu 2011. Opravena,
feSeni loh a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webo-
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SOUTEZE

vych strankach olympiddy na adrese http://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou
také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-1I-1 Bezpecna planeta
Ve vesmiru existuji tfi typy planet:

® typ 0: neobyvatelné planety, na nichz ¢lovek okamzité zahyne,
® typ 1: nehostinné planety, na nichz ¢loveék muze chvili prezit,
ale nemiize tam zit dlouhodobé,

v

® typ 2: privetiveé planety, na nichz ¢lovék miize zit dlouhodobé.

Mezi jednotlivymi planetami cestujeme vesmirem pomoci jednosmér-
nych teleporti.

Planetu nazveme bezpecnou, jestlize je pfivétiva a zaroven jsou pri-
vétivé také vSechny planety, na které se z ni mtzeme dostat pomoci
teleporti (tfeba i nékolika po sobé&). Pokud tedy vysadite ¢lovéka na
bezpefné planeté, mate jistotu, Ze muize spokojené zit vsude, kam z ni
docestuje.

Planetu oznacime jako snesitelnou, jestlize sice neni bezpecnd, ale
miZeme se z ni pomoci teleportti (tfeba i nékolika po sobé) dostat na
bezpecnou planetu, aniz abychom museli cestou navstivit néjakou neo-
byvatelnou planetu. Pokud tedy vysadite ¢lovéka na snesitelné planeté a
date mu vhodné instrukce, jak ma cestovat, po ¢ase dorazi zivy a zdravy
na néjakou bezpec¢nou planetu. Vsimnéte si, ze zddna neobyvatelna pla-
neta nemuze byt snesitelna.

Soutézni dloha

Je dén pocet planet n, pocet teleportd m, pro kazdou planetu jeji
typ a pro kazdy teleport, odkud kam vede. Urcete vSechny bezpecéné a
vSechny snesitelné planety.

Format vstupu

Prvni fddek standardniho vstupu obsahuje dvé celd ¢isla n (pocet
planet) a m (pocet teleportt). VSechny planety si o¢islujeme od 1 do n.
Druhy fadek vstupu obsahuje n mezerami oddélenych celych ¢isel z mno-
ziny {0,1,2} — postupné pro kazdé i je to typ planety ¢islo i. Zbytek
vstupu tvori m fadki, z nichz kazdy popisuje jeden teleport. Popis tele-
portu je tvoren dvéma cisly planet — odkud a kam tento teleport vede.

Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 5 bodi, bude 1 < n < 500 a
0 <m <10000.

V ostatnich vstupech bude 1 <n < 100000 a 0 < m < 200 000.
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Format vystupu

Program vypiSe na standardni vystup dva fadky. Prvni z nich za-
¢ina fetézcem ,bezpecne:“ a za nim nasleduje posloupnost ¢isel vSech
bezpeénych planet. Cisla planet vypiste v rostoucim poradi a pied kaz-
dym z nich vypiste jednu mezeru. Druhy fadek vystupu za¢ina fetézcem
,snesitelne:“, za kterym nasleduje posloupnost ¢isel vSech snesitelnych
planet ve stejném formatu jako na prvnim fadku. Je-li néktera z posloup-
nosti prazdna, pak bezprostfedné za dvojteckou bude nasledovat konec
radku.

Priklad

Vstup Vystup:

7 8 bezpecne: 3 4 5
2122220 snesitelne: 1 2
12

23

34

45

53

26

6 7

76

P-I-2 NaloZena lod’

Na planety, které jesté nemaji vybudovany teleportové terminaly, 1é-
taji meziplanetarni kosmické lodé s lidskou posddkou. A ta potiebuje
jist. Vasi ulohou bude pfesné naplnit cely potravinovy nakladni prostor
kosmické lodé balicky s jidlem.

Problém spocivd v tom, ze balicky s jidlem se pfipravuji na Zemi,
zatimco lod éeké na obézné draze. Balicky je pak tieba dopravit ze Zemé
na kosmickou lod. Vezme se vzdy nékolik balicki, nalozi se do dopravni
kapsle, ta se vystreli ze Zemé na obéznou drahu a tam uz si ji posadka
lodé odchyti.

Existuje n typt dopravnich kapsli. Kapsle i-tého typu ma kapacitu
presné a; balicki. Nevejde se do ni vice balickti, ale zaroven jich ne-
smi byt ani méné kviili spravnému vyvazeni a doletu. Mame k dispozici
dostatecné mnozstvi kapsli vSech typu.
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Soutézni dloha

Napiste program, ktery na zakladé zadanych typu kapsli a jejich ka-
pacit spocita nejmensi mozny pocet kapsli potiebny k iplnému nalozeni
kosmické lodé. Soucet kapacit pouzitych kapsli musi tedy byt presné ro-
ven kapacité k nékladniho prostoru lodé.
Format vstupu

Prvni fadek standardniho vstupu obsahuje jedno celé ¢islo n — pocet
typu kapsli. Druhy fadek obsahuje n celych ¢isel ay, ..., a, oddélenych
mezerami — kapacity kapsli jednotlivych typi. Treti fadek obsahuje jedno
celé ¢islo k£ — kapacitu nakladniho prostoru lodé.

Mizete predpokladat, ze a; < ... < a, aZe a; = 1 (tedy vzdy existuje
zpiisob, jak lze pfesné celou lod nalozit).

® Ve vstupech za 3 body bude platit n < 5, a,, <2000 a k < 30.

® Ve vstupech za dalsi 4 body bude platit n < 30, a, < 2000 a
k <1000000.

® Ve vstupech za zbyvajici 3 body bude platit n < 30, a,, < 2000 a
k <108,

Vsimnéte si, Ze pro ulozeni hodnoty k musite pouzit 64-bitovou promén-
now: long long v C/C++, int64 v Pascalu.
Format vystupu

Na prvni fadek standardniho vystupu program vypise nejmensi pocet
kapsli potfebny k pfesnému nalozeni nasi kosmické lodé.

Na druhy fadek vypise jedno libovolné feseni, které vyuziva tento
pocet kapsli. Ra4dek bude obsahovat n celych é&isel by, ..., b, oddélenjch
mezerami, pfiCemz b; udava pocet pouzitych kapsli velikosti a;.

Priklady

Vstup: Vystup:
4 12

1 10 100 1000 7410
147

Pouzijeme jednu kapsli s kapacitou 100, ¢tyii kapsle s kapacitou 10 a
sedm kapsli s kapacitou 1. To je cekem 1+ 4 + 7 = 12 kapsli.

Vstup: Vystup:
3 2

18 10 020
16

Optimalni feSeni vyuziva dvé kapsle s kapacitou 8.
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P-1-3 Skladnik

Ignéc byl skladnikem. Pil alkohol, sprosté nadéaval a v pracovni dobé
vétsinou spal. Neni divu, Ze mu $éf uz dlouha léta vyhroZoval, Ze ho na-
hradi po¢itadem. A% jednoho dne ta chvile opravdu nastala. Séf koupil
pocitac, posadil ho na vratnici skladu a Ignace propustil. Tim dosahl
presné stejného stavu jako dosud, jenom pocitaci uz nemusel platit zad-
nou mzdu. Netrvalo dlouho a $éf si uvédomil, ze pocita¢ dokonce muize
zapnout a pouzivat. Potfebuje k tomu ale od véas napsat vhodny pro-
gram.

a) (4 body) Navrhnéte co nejefektivnéjsi algoritmus, ktery bude spra-
vovat inventar skladu. Na vstup algoritmu budou pfichazet informace
o tom, kolik kust jakého druhu zbozi pfibylo nebo ubylo. Po kazdém
nacteni nové informace musi vas algoritmus vypsat dva udaje: celkovy
pocet kust zbozi ve skladu a pocet ruznych druhi zbozi ve skladu.

b) (6 bodi) Napiste jesté druhy algoritmus, ktery bude rovnéz spravo-
vat inventar skladu. Jeho vstup bude vypadat stejné jako vstup prvniho
algoritmu. Po kazdém nacteni nové informace musi tento algoritmus vy-
psat dva tidaje: ndzev druhu zbozi, od kterého je momentalné ve skladu
nejveétsi pocet kusti, a tento pocet kusti. Pokud existuje vice takovych
druhii zbozi, algoritmus vypiSe ten z nich, jehoz nazev je prvni v abe-
cednim poradi.

Format vstupu

Na kazdém tadku vstupu je uvedeno nejprve jedno nenulové celé
¢islo §; a za nim jeden Fetézec s; tvoreny nejvyse £ znaky anglické abe-
cedy. Tento fadek znamenad, ze pocet kusi zbozi s; ve skladu se zménil
0 ;. PFi névrhu algoritmtt muzete predpokladat, ze ¢ < 50, Ze pocet
druhii zbozi ve skladu nikdy neprekroc¢i 100000 a ze celkovy pocet kust
zbozi ve skladu nikdy nepiekroc¢i 10'®. Miuzete také predpokladat, Ze ni-
kdy nedostanete pokyn, ktery by pocet kusii né€jakého zbozi ve skladu
zménil na zaporny.

Priklad

Vstup: Vystup pro podilohu a: Vystup pro podulohu b:
+3 koberec kusd: 3, typt: 1 koberec 3

+2 buldozer kusd: 5, typla: 2 koberec 3

+1 buldozer kust: 6, typld: 2 buldozer 3

+7 zebrik kust: 13, typtd: 3 zebrik 7

-3 buldozer kusd: 10, typt: 2 zebrik 7

-5 zebrik kusd: 5, typli: 2 koberec 3
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Hodnoceni

Kazda podiloha se hodnoti samostatné.

Ve svém Feseni uvedte odhad, jak nejdéle (tj. v nejhorsim mozném pii-
padé) muze kazdému z vasich programi trvat zpracovani n-tého pokynu.
(V tomto odhadu muZete pouzit proménnou ¢ pro aktuédlni podet druht
zbozi ve skladu, proménnou k pro aktualni pocet kustu zbozi ve skladu
a proménnou ¢ pro maximalni délku nazvu zbozi.) Tato ¢asova sloZi-
tost bude hlavnim kritériem hodnoceni. Snazte se tedy, aby vas program
zpracoval co nejrychleji kazdy pokyn zadany na vstupu.

Pripominame, ze pokud pouzivate ve svém programu netrivialni algo-
ritmy nebo datové struktury (napf. rtizné soucésti STL v C++), potom
va$ popis algoritmu musi obsahovat také dostateény popis jejich im-
plementace, pfipadné popis implementace pfibuzné datové struktury se
stejnou ¢asovou slozitosti operaci.

P-1I-4 Zlomkové programy

V leto$nim roc¢niku olympiddy se budeme v kazdém soutéznim kole
setkdvat se zlomkovymi programy. Ve studijnim textu uvedeném za za-
danim této tlohy je popsano, jak zlomkové programy funguji.

Soutézni dloha

a) (5 bodi) Na vstupu je ¢islo n tvaru 2¥3Y5, pficemz x, y > 0. NapiSte
zlomkovy program, ktery ho pfevede na ¢islo 5, jestlize x = y, resp. na
Cislo 7, jestlize z # y.

b) (5 bodi) Na vstupu je ¢islo n tvaru 2%3, pficemz x > 0. Napiste
zlomkovy program, ktery ho pfevede na ¢islo tvaru 2¥, kde y = |x/2].
Interpret

Drtive nez svoje feSeni odevzdate, mizete si ho otestovat. Na webovych
strankach olympiddy (http://mo.mff.cuni.cz/) najdete odkaz na interpret
zlomkovych programii.

Studijni text

Zlomkové programy slouzi k vypoctu nékterych funkci na prirozenych
¢islech. Zlomkovy program mé velmi jednoduchy zapis — je to konecné
posloupnost zlomki, tedy kladnych raciondlnich ¢isel (z1, ..., 2x).

Vypocet zlomkového programu probihéd po jednotlivych krocich. Bé-
hem vypoctu si udrzujeme jediné celé ¢islo a, tzv. aktudini hodnotu. Na
zacatku vypoctu se tato hodnota rovnd hodnoté na vstupu. V kazdém
kroku vypoctu najdeme nejmensi ¢ takové, ze a-z; je celé ¢islo, a zménime
aktuélni hodnotu na a - z;. Pokud takové i neexistuje, vypocet kondi.
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Pfiklad 1: UkaZzeme si program, ktery pro vstup n = 2% (kde z > 0)
dava vystup 3Y, kde y = x mod 3.

Jednim takovym programem je posloupnost (1/8,9/4,3/2). Slovné si
popiSeme pribéh vypoctu tohoto programu: Dokud to jde, zmensuj x
o 3. Kdyz uz to nejde, mame v a ¢islo 1, 2, nebo 4, a prevedeme ho tedy
snadno na 1, 3, nebo 9.

Napiiklad pro n = 1024 = 2! se hodnota a bude ménit takto:

Lyt Lo 23

glo 1, o7
(Cislo nad sipkou je pofadovym ¢islem zlomku, kterym jsme a v daném
kroku nésobili.)

Pro presnost dodejme, Ze velmi zéalezi na poradi jednotlivych zlomki.
Napftiklad program (9/4,3/2,1/8) by z ¢isla 2% vyrobil ¢islo 3%. Zlomek
1/8 by se pii vypoctech tohoto programu nikdy nepouzil.

Jiné vyhovujici programy jsou (1/8,3/2), (3/2,1/27) a (1/27,3/2).
Rozmyslete si, pro¢ kazdy z nich fesi spravné Priklad 1.

Pfiklad 2: Co spocita program (2/2) pro vstup n = 47 A co spocité pro
vstup n = 77

Castou chybou je odpovédét, ze pro vstup n = 4 se tento program za-
cykli, ale pro vstup n = 7 se vypocet programu zastavi, nebot 7 neni
délitelné dvéma. Spravnou odpovédi ale je, Zze v obou pripadech po-
bézi vypocet programu do nekonecna. Zajimaji nas totiz jenom hodnoty
zlomkd, nikoli jejich zapis. Zlomek 2/2 pfedstavuje racionélni éislo 1,
takze 7-(2/2) = 7-1 je celé Eislo.

Abyste se ve svych FeSenich takto nespletli, doporucujeme vam psat
vS8echny zlomky v zdkladnim tvaru. Pro posloupnost zlomkt zapsanych
v zékladnim tvaru plati, Ze v kazdém kroku vypoctu hleddme nejmensi 7
takové, ze jmenovatel i-tého zlomku déli beze zbytku aktualni hodnotu.

Priklad 3: UkaZzeme si program, ktery pro vstup n = 2271 (kde z > 0)
davéa vystup 3712,

Cislo zadané na vstupu je uréité sudé a neni délitelné zadnjm prvoéis-
lem riznym od 2. Pouzijeme prvocislo 11 jako pfiznak, Ze uz nejsme na
za¢atku v¥poétu. V prvnim kroku tedy piepiseme &islo 22! na 2%32-11.
Toho doséhneme zlomkem 3% - 11/2 = 99/2.

Jakmile se objevi v prvociselném rozkladu aktudlni hodnoty prvo-
¢islo 11, znamend to, Ze prvni krok vypocétu mame tspésné za sebou.
Miuzeme tedy dale klidné ,,ménit dvojky na trojky“. To mizeme zajistit
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napiiklad posloupnosti zlomku (3-13)/(2-11) a 11/13. Vsimnéte si, Ze
nestaél pouzit jeden zlomek 33/22. Neni-li vim jasné proc¢, prectéte si
jesté jednou Piiklad 2.

Postupné se takto dostaneme k &islu 3712 - 11. V této situaci uz staci
jenom vydélit aktualni hodnotu ¢islem 11 a miizeme skoncit.

Musime déat pozor na to, abychom ve zlomkovém programu vyse
popsané zlomky spréavné sefadili: (39/22,11/13,1/11,99/2). V prvnim
kroku vypoctu se jisté pouzije posledni zlomek. Od této chvile je ak-
tualni hodnota délitelna cislem 11 nebo 13. Stiidavé se proto pouzivaji
prvni dva zlomky, dokud se nedostaneme do situace a = 312 - 11. Pak
uz se prvni ani druhy zlomek pouzit neda. Pouzije se proto tieti zlomek,
¢im# ziskdme hodnotu a = 372 a vypodcet zjevné skonéi.

Poznamka: V zapisu podobnych feSeni jako v ptfikladu 3 neni nutné ¢i-

tatele a jmenovatele zlomkt roznasobovat. Své feSeni muzete uvést ve

tvaru
3-13 11 1 32-11
2-11713711° 2 '

E T S S

RieSenie rovnic zo strany 7:

Uloha 1: Pouzije sa substitiicia tg « = t. RieSenie
{g tkr, ke z} .

Uloha 2: Pouzije sa substitiicia tg z = t. RieSenie

T

{km, T +kn, kez].
Uloha 3: Pouzije sa substiticia tg 5 = t. RieSenie
T

{n—|—2kn, S + 2k, kez}.
Uloha 4: Pouzije sa substitiicia tg 5 = t. RieSenie

{an, g Y okn, ke Z} .
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