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FYZIKA

Entropie nejen ve fyzice

Jaromir Kukal, FJFI CVUT v Praze

Abstract. The paper is oriented to physical, statistical and information mea-
ning of the term entropy. Various entropy definitions are used for the calcu-
lations and estimations on small examples. The concept of Alfred Renyi is
demonstrated here as a generalization of Shannon entropy. The entropy esti-
mates, which are useful in many areas of data processing, are biased in general
and this effect is also demonstrated.

Uvod

Od té doby, co se Homo Sapiens naucil mluvit, mtze kdokoli povolany
hovotit v klidu o ¢emkoli, pokud ovSem posluchaci nevi, o co jde. Ptilis
mnoho znalct rozumi mediciné a pfesné vi, co je to hysterie, deprese
¢i demence jinych osob. Ani matematika, fyzika ¢i informatika nejsou
uSetfeny vpadu nadSenct, ktefi védi, co je to chaos, neusporadanost,
informace ¢ fraktal. Cilem tohoto ¢lanku je poskytnout zékladni infor-
mace, které umozni se seznamit s pojmem entropie coby miry neuspora-
danosti, kterd se hojné vyuZiva nejen ve fyzice a matematické statistice,
ale i v informatice.

Nejlepsim tivodem do problematiky entropie je hadka dvou kamaradek
o tom, kterd méa vétsi neporadek v kabelce. Po vzajemném prosacovani
bylo zjisténo, Ze Amélie tam ma dvé rténky riznych barev, hfeben, ntzky
a sedm papirovych kapesnik. Zuzana tam méa dva stejné hiebeny (co
kdyby se jeden zlomil), tfi stejné rténky, dvoje ntzky (¢lovék nikdy nevi)
a tii papirové kapesniky. V obou pfipadech je vSe jen tak nahéazeno na
dné kabelky. Odpovéd nejen na otazku, kterd z nich je vic neporadna,
naleznete v néasledujicim pojednéani o entropii.

Entropie ve fyzice

Pojem entropie méa svou historii, kterd zacind studiem termodyna-
miky tepelnych stroji. Mlady francouzsky inzenyr Nicolas Léonard Sadi
Carnot (1796-1832) pokracoval v rodinné tradici a dospél k pojmu Car-
notuv cyklus, ¢imZ usnadnil formulaci druhé véty termodynamické. Na
jeho praci navazali mnozi. Jednim z nich byl Rudolf Julius Emanuel
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Clausius (1822-1888), ktery zavedl pojem entropie. Je to veli¢ina S de-
finovana jako
_AQ

AS == (1)

kde @ je teplo dodané do systému, T je absolutni teplota a A je symbol
zmény prislusné veli¢iny. Z uvedeného vztahu nazorné plyne, ze Clausi-
ova entropie je definovana pouze relativné a nikoli absolutné. Zaroven
vidime, Ze jednotkou entropie je J-K~I.

S rozvojem fyziky v 19. stoleti souvisi i nova disciplina: statisticka
termodynamika. Tu zajima spiSe pocet stavii, resp. mikrostavi, daného
systému a je lhostejné, zda jde o idedlni plyn, krystal nebo obsah ka-
belky. V souvislosti se studiem poc¢tu mikrostavii idedlniho plynu dospél
Ludwig Boltzmann (1844-1906) k vyjadfeni absolutni entropie libovol-
ného systému v jednoduchém tvaru

S=klnW, (2)

kde W je poCet moZnych usporadani (stavi) systému a k = R/Nj je
Boltzmannova konstanta. Cim vétsi je neusporadanost (neporadek, binec
a pod.) systému, tim vétsi je pocdet stavi, a tim i entropie. Proto je
pravem povazovana za miru neusporadanosti systému.

Polozme si otazku, v kolika stavech se mohou nachézet obsahy téch
dvou kabelek. Uplné bude stacit si predstavit, ze v pifslusné kabelce
Smatrame poslepu a bez opakovani postupné vyndavame véci po jedné.
Pocet stavi kabelky W pak uréime jako pocet moznosti, jak vyprazdnit
kabelku. Je-li v ni n druht objektd o celkovém poc¢tu NN, pak jejich
¢etnosti oznacime postupné Np, Ns,..., N, a pocet stavil ur¢ime jako
pocet permutaci s opakovanim podle zndmého vztahu

N!

NyIN!. . Np! 3)

Co se Amélie tyce, tak n = 5, nebof ty rténky maji riiznou barvu,
N =11, coz na prvni pohled vypada jako mnohem vétsi nepoiradek nez
u Zuzany, kde n = 4 a N = 10. Usudek nés zklamal, nebot

W, _ M age
Amélie = 171 ’
10!
Wasana = 53537 = 25.200.
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V Zuzaniné kabelce je tedy mnohem vice stavi, tedy je vétsi bordelarka.
Pocet stavli radéji nebudeme dosazovat do vztahu (2), nebot nejde o sys-
tém castic ve fyzikdlnim slova smyslu.

Pfi zkoumaéni fyzikalnich systémi obsahujicich velké mnozstvi ¢astic,
tedy i stavil, ve kterych se mohou nachézet, neni pfili§ vhodné praco-
vat s faktorialy velkych ¢isel. Misto toho se pracuje s jejich pfirozenymi
logaritmy a vyuziva se aproximace

InN!'= NInN — N, (4)
kterou odvodil James Stirling (1692-1770). Pokuste se sami dosadit (3)

do (2) a po tpravach vyuzit Stirlingtiv vzorec (4). Pokud se vam podafi
vyuzit substituce

N
pi = Wl (5)
proi = 1,...,n, pak jste dospéli ke stejné formuli pro entropii, kterou

odvodil Josiash Willard Gibbs (1839-1903), tedy ke vztahu
n
S = —anpi Inp;. (6)
i=1

Zde n je pocet mikrostavii (napf energetickych hladin) a p; je kladna
pravdépodobnost, Ze se systém nachézi v i-tém mikrostavu. Pokud stu-
dujeme 1 kmol latky, pak N = Np a kN = R.

Entropie ve statistice a informatice

V poloviné 20. stoleti se pojmu entropie chopila matematickd sta-
tistika a teoreticka informatika. Claude Elwood Shannon (1916-2001) se
nechal inspirovat Gibbsovou formuli (6) a definoval entropii jako zakladni
pojem teorie informace vztahem

n
H == p;log,pi. (7
=1

Zde H je Shannonova entropie vyjadfend v bitech, n je pocet riznych
hodnot diskrétni ndhodné veli¢iny a p; jsou kladné pravdépodobnosti
jejich vyskytu, jejichz soucet je roven jedné.

Roénik 86 (2011), ¢islo 4 15



FYZIKA

Pro pocvic¢eni pohlédneme do kabelek o¢ima statistika ¢i informatika.
Pfi ndhodném vytaZzeni pfedmétu z kabelky mame u Amélie jen 5 moz-
nosti s pravdépodobnostmi 1/11, 1/11, 1/11, 1/11, 7/11. U Zuzany jsou
pouze 4 moznosti s pravdépodobnostmi 2/10, 3/10, 2/10, 3/10. Po do-
sazeni dostaneme ptislusné entropie jako

1 1 7

7
Hpetic = —4 — log, — — — log, — ~ 1,6729,
Amél 1198277 11 %821

2 2 3 3
Hzyzana = —2 TO 10g2 E -2 E log2 TO ~ 1,971.
Za ptiklad dokonalého poradku by jim mohla slouzit igelitka se Sesti
stejnymi rohliky, nebot je jenom jedna moznost, co z ni vytdhnout, a to
s pravdépodobnosti rovnou 1. Pak by byla Shannonova entropie H = 0
a men§i byt ani nemize (dokazte).

Alfréd Renyi a jeho pojeti entropie

Pochybovat je lidské, ale jen nékdy tim vznikaji nové hodnoty. Vzpo-
menme euklidovskou geometrii a pochybnosti o tom, zda danym bodem
lze vést pouze jednu rovnobézku s danou primkou. Pochybovat o tomto
axiomu se vyplatilo a dalo to prostor pro vznik neeuklidovskych geo-
metrii (Boylai, Lobacevskij, Gauss). Podobné je tomu i se Shannonovou
entropii, ktera spliiuje ¢tyii axiomy. Pokud na nich trvame, tak Shanno-
nova entropie je ta jedind mozna. Alfréd Renyi (1921-1970) rozpoznal,
Ze Ctvrty axiom je mnohem slabsi nez predchozi t¥i, a tak se rozhodl ho
nerespektovat, ¢imz vytvoril prostor pro jiné pojeti entropie. Rényiova
entropie spliiujici pouze prvé tii axiomy je definovana vztahem

n
logy >- pj

i=1
H, = T1g (8)
kde q je redlny parametr rtizny od jedné, ktery urcuje konkrétni podobu
entropie. Vztah (8) je nejéastéji vyuzivdn pro nésledujici hodnoty para-
metru ¢:0,1,2 a +o0o. Potiz je v tom, Ze hodnoty ¢ = 1 a ¢ = +00 nelze

primo dosadit do uvedeného vztahu.

Neékolik limit na procvic¢eni

Mame s$tésti, ze uznavame pouze kladné hodnoty pravdépodobnosti.
Pak snadno dosadime ¢ = 0 a dostaneme Hartleyovu entropii jako
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n
log, Z o

Hy = —=L  —log,n. 9
0 1-0 g2 9)
Vsimnéte si, ze nezalezi vubec na prislusnych pravdépodobnostech. Je
kdy musime vysettit pfislusnou limitu, ktera je typu %. Pro jeji vipocet
doporucuji vyjadrit dvojkovy logaritmus pomoci pfirozeného, vzpome-
nout si na I’Hospitalovo pravidlo a na pravidla pro derivovani. Pfislusné
pravdépodobnosti povazujte pritom za kladné konstanty. Po trose na-

mahy vyjde

n
lim H, = —Zpi log, p;. (10)
i=1
Pomoci hodnoty limity (10) miZzeme dodefinovat entropii H; a vzhledem
ke shodé se vztahem (7) je Shannonova entropie téZ oznacovéana jako Hj.

Prosté dosazeni ¢ = 2 vede k pojmu kolizni (kvadratickd, korela¢ni)
entropie, ktera je dana vztahem

Hy = —log, szz (11)
i=1

S Rényiovou entropii jsou spojeny jesté dvé limity, na kterych muzete
trénovat:

Hiow = lim H, = ~log, max p: (2
H = qEIEloo H, = —log, 12111271 Di (13)

Entropie Hy, se nazyva min-entropie, zatimco méné casto pouzivana
entropie H_, se nazyva max-entropie. Nazvy entropii (12) a (13) souvisi
s faktem, ze Rényiova entropie H, (po dodefinovani Hi) je nerostouci
spojitou funkei parametru ¢. Takové tvrzeni se pokuste dokdzat (t&zké).
Urcité se vam podafi najit pripad, kdy Rényiova entropie nezavisi na ¢
(lehké).

V pfipadé Amélie jiz vime, ze H; = 1,6729. Snadno uréime Hy =
= log, 5 = 2,3219, Hy = log, 2} =1,1909, H, = log, &} = 0,6521
a konecné i H_, = logy 11 = 3,4594, takze nazorné vidime pokles Ré-
niyovy entopie s rostouci hodnotou parametru gq.
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Analogicky je u Zuzany Hy; = 1,971, Hy = log, 4 = 2, Hy = log, % =
=1,9434, H,o =log, L2 = 1,737 a H_, = log, 5 = 2,3219, tedy opét
pokles entropie.

P#i pouziti Shannonovy, kolizni nebo min-entropie sice zjistime, ze
Zuzana je vice nepofadnd, avSak pouziti Hartleyovy nebo max-entropie
hovori naopak v neprospéch Amélie.

Takové dilema cekd kazdého, kdo ,,méfi riznymi metry“, a tézko se
tomu mizeme divit.

Constantino Tsallis a jeho pojeti entropie

Pfi zobecnovani Boltzmann—Gibbsovy entropie dospél Constantino
Tsallis (nar. 1943) cisté fyzikdlnimi tivahami k alternativnimu vzorci
pro tzv. Tsallisovu entropii

n

1= wl
i=1
T, = ﬁ ) (14)
kde ¢ je opét redlny parametr rizny od jedné, ktery urcuje konkrétni
podobu entropie. Zajimavé jsou opét nékteré jednoduché a limitni pii-
pady formule (14) uvedené jiz jen jako ptehled vztahi k individudlnimu
procviceni:

n
11— p)

To=—2=L —n-1 1
0 0—1 n (15)
lim T, = —Epi In p; (16)
1=
Jim T, =0 (17)
i Ty = +oo as)

Tsallisova entropie je opét nerostouci funkci parametru ¢ (dokazte)
a nemuze byt zapornd (to jsme ocekdvali). Zajimavé je rovnéz porov-
nat vztahy (16), (10) a (7). Tsallisova entropie tedy neni zobecnénim
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Shannonovy entropie, nebot se lis{ zdkladem logaritmu. Pokud bychom
v aplikacich citili potiebu porovnani Renyiovy, Shannonovy a Tsallisovy
entropie, pak musime Tsallisovu entropii vydeélit pfirozenym logaritmem
dvou.

Odhad entropie s vyuzitim experimentalnich éetnosti

Loutkoherec Josef Skupa (1892-1957) fekl usty Spejbla pamétnou
vétu: ,Fyzika je teorie a pokusy jsou praxe.“ Rozpor mezi teorii a jeji
praktickou realizaci muze vzniknout i ve statistice a informatice. Pred-
stavme si idealni hraci kostku, pro kterou je n = 6 a prislusné teoretické
pravdépodobnosti jsou rovny 1/6. Pak dostaneme snadno teoretickou
hodnotu Shannonovy entropie H; = log, 6 = 2,585.

Praxe zacina tim, Ze se rozhodneme kostku nékolikrat vrhnout a sle-
dovat experimentalni ¢etnosti jednotlivych hodnot. Pfitom je lhostejné,
zda kostka je dokonale vyvazena (nerealizovatelné) nebo ne, ¢i zda misto
vrhani kostkou radéji vyuzijeme generator pseudondhodnych ¢isel na po-
¢itaci. Pi 10 vrzich redlnou kostkou mi vysly cetnosti: 2,2, 1,2,3,0. Po
vydéleni poc¢tem vrhi snadno obdrzime odhady pravdépodobnosti na-
stalych péti jeva jako 2/10, 2/10, 1/10, 2/10 a 3/10. Po dosazeni do
vztahu (7) nas ¢ekd ,rozéarovani z praxe“, nebot vyjde odhad Shan-
nonovy entropie Hi = 2,2464, coz je ,zalostné malo“. Pokud bychom
uvedenych 10 vrhi nékolikrat opakovali a ze ziskanych hodnot entropie
vypocetli aritmeticky pramér, pak to odstranit systematické vychyleni
odhadu nepomiize.

Matematicka statistika definuje pojem vychyleni odhadu jako rozdil
mezi stfedni hodnotou odhadu a hodnotou teoretickou. V ptipadé hraci
kostky tedy musime konstatovat zaporné vychyleni odhadu Shannonovy
entropie. S uvedenym nesvarem, kdy odhad je ,,0 kus vedle* nez skutec-
nost, bojuje matematicka statistika naptiklad zvysovanim poctu experi-
mentl. Proto jsem se odhodlal, tentokrat s vyuzitim pocitace, simulovat
100, 1000 a 10000 vrhi kostkou. Ptislusné odhady Shannonovy entropie
pak byly: 2,5792, 2,5796 a 2,584 7, coz jiz vypada optimisticky, i kdyz
soustavné zaporné vychyleni pretrvava. Plyne z toho velké pouceni: po-
kud chceme odhadovat entropii z experimentalnich ¢etnosti jednotlivych
jevl, potom musime mit k dispozici velky pocet pokust (realizaci na-
hodného jevu). Uvedenym postupem miizeme potlaéit vychyleni odhadu
entropie na pfijatelnou miru, ale obecné ho nemizeme vynulovat.
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K obdobnému jevu dochézi i pfi odhadovani Renyiovy nebo Tsallisovy
entropie a pri zpracovani dat s nim musime pocitat. Rozhodné je tfeba
ucinit vSe pro to, aby Cetnosti sledovanych jeva byly co nejvyssi, coz je
jedna z cest, jak zmensit vychyleni odhadi entropie. Diky smysluplnym
aplikacim entropie existuje celd fada odhadti, které nejsou zaloZzeny na
relativnich c¢etnostech jevi, ale na podminénych pravdépodobnostech.
Takové odhady maji malé vychyleni i pii relativné malém mnozstvi dat,
ale jejich teorie prekracuje ramec tohoto ¢lanku.

Aplikace entropie

Klasicka entropie ve fyzikalnim slova smyslu nachézi siroké uplatnéni
pii termodynamickych vypoctech souvisejicich s navrhem i provozova-
nim tepelnych stroju (turbiny, kompresory, motory, chladici zafizeni) a
chemickych zafizeni (chemické reaktory, absorbéry, destila¢ni kolony).
Entropie jako nastroj statistiky a informatiky slouzi k charakterizaci ne-
uspotradanosti dat. Z relativnich ¢etnosti znakti v neznamém textu mu-
zeme odhadnout entropii, a tak se pokusit o charakterizaci jazyka, stylu
psani nebo dokonce autora textu. Neékdy se ke stejnym cilim analjzy
textového dokumentu hodi lépe relativni vyskyt dvojic (obecné n-tic)
za sebou jdoucich znakt. Obecné jde o analyzu fragmentt textu, ce-
lych slov a jejich skupin. Pomoci entropie mtizeme analyzovat hudebni
melodie, rytmy ¢i celé skladby, které jsou snadno konvertovatelné na po-
sloupnost znakii. Analogicky muZeme posloupnosti znakt vytvaret z li-
bovolnych ¢asovych prubéhti (EKG, EEG, technologické veli¢iny), a tak
ziskat cenné informace pro biomedicinskou nebo technickou diagnostiku.
Samostatnou kapitolou je vyuZiti entropie pfi analyze bodovych mnozin,
kdy z hodnot entropie v rizném rozliseni usuzujeme na mozny fraktalni
charakter mnoziny a odhadujeme jeji dimenzi.
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