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SOUTEZE

62. rocnik Matematické olympiady,
tlohy domaciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvo-
fit a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni
téchto dvou tloh odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové
rozhrani p¥istupné na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také
naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni budou automaticky vyhod-
nocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se
dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziskd plny pocet
bodl, mizete své Tfeseni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I-3 a P-I-4 jsou teoretické, vasim tikolem je nalézt efektivni
algoritmus Fesici zadany problém. ReSeni tlohy se sklada z popisu na-
vrzeného algoritmu, zdivodnéni jeho spravnosti (funkénosti) a u tlohy
P-1-3 i odhadu ¢asové a pamétové slozitosti. Soucasti FeSeni je i zapis
algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudokédu v tloze P-I-3 a
log-space program v tloze P-I-4. ReSeni téchto dvou tloh odevzdavejte
ve formé souboru typu PDF pfes vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni viech tloh mizete odevzdavat do 15. listopadu 2012. Opravena
feSeni uloh a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webo-
vych strankdch olympiddy na adrese hitp://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou
také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-I-1 Spiéni

Rozvédce se podafilo odhalit rozsdhlou sif $pidnti a nyni se ji snazi
zneskodnit. K dispozici ma presné udaje o tom, ktefi $piéni se navza-
jem znaji. Vzhledem k finan¢ni krizi ma rozvédka omezené prostiedky,
a proto chce zacit likvidaci nejvétsi skupiny $pidnti.

Skupina je definovana jako mnozZina Spiénu takova, ze kazdi dva $pidni
v ni se navzajem znaji.

Sit je z bezpecnostnich divodi pomérné ¥idka — v kazdé podmnoziné
k spiénu je nanejvys 3k dvojic $pidnd, ktefi se znaji. Specidlné z toho
plyne, Ze kazda skupina mé velikost nanejvys 7.
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Soutézni dloha

Mate zadan popis sité Spioni. Naleznéte a vypiste cleny nejvétsi sku-
piny.
Format vstupu

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek ob-
sahuje prirozena ¢isla N a M udéavajici pocet Spiéni a pocet dvojic
$piontl, ktefi se navzajem znaji (0 < M < 3N). Spiéni maji ptidélena
¢isla od 1 do N. Na kazdém z nasledujicich M Fadku jsou dvé prirozena
¢isla udavajici ¢isla $piont, ktefi se vzajemné znaji.
Format vystupu

Program vypiSe na standardni vystup jediny rfadek. Na ném se na-
chazeji ¢isla $piént v nejvétsi skupiné oddélend mezerami. Cisla mohou
byt uvedena v libovolném poradi. Pokud existuje vice nejvétsich skupin,
vypiste libovolnou z nich.

Hodnoceni

Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 2 body, bude 1 < N < 40.
Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 7 bodd, bude 1 < N < 1000
a v siti bude nejvyse 64 000 skupin Spiéni. V ostatnich vstupech bude
1 < N <100000.

Priklad
Vstup: Vystup:
6 123

I N e L
N O WN

N

Jind mozné spravna odpovéd je 1 2 4.

P-I-2 Elektricka sit

V zemi za devatero horami a devatero fekami zavadéji elektfinu. Jdou
na to ale ponékud zvlastnim zptsobem. Nejprve vybudovali elektrarny a
pak si uvédomili, ze je potfebuji propojit s mésty. V hlavnim mésté tedy
zasedla vrchni planovaci komise a zacala budovat elektrické vedeni, které
propoji mésta a elektrarny. A jak jinak — zacali od hlavniho mésta. Vy-
brali pro néj elektrarnu a vybudovali mezi ni a hlavnim méstem elektrické
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vedeni. Poté vzdy vybrali néjaké nepfipojené mésto nebo elektrarnu a
vybudovali vedeni z tohoto mésta nebo elektrarny do meésta nebo elek-
trarny jiz zapojené v siti. Takto postupovali, dokud do sité nezapojili
vSechna mésta a elektrarny v zemi.

Po vybudovani sité se ale objevil dalsi problém. Kazdé elektrarna pro-
dukuje stfidavy proud s jinou frekvenci, proto musi byt libovolné meésto
napajeno pouze z jedné elektrarny. Ze stejného divodu nelze ani ve-
deni mezi mésty a elektrarnami pouzit k transportu elektrické energie ze
dvou riznych elektraren a ani nelze skrz meésto, které napaji jedna elek-
trarna, transportovat energii z jiné elektrarny. A aby problémua nebylo
malo, kazdym vybudovanym vedenim lze vést pouze omezené mnozstvi
energie.

Neni tedy divu, Ze se vrchni planovaci komise vzdala dalstho plano-
vani a obratila se na vas s prosbou, abyste ji pomohli rozhodnout, ktera
elektrarna bude napajet které mésto.

Soutézni uloha

Vas program obdrzi popis vybudované elektrické sité. Pro jednodu-
chost nazyvejme nadéle mésta i elektrarny uzly. Kazda elektrarna ma pfi-
fazen vykon, coz je maximalni mnozstvi elektrické energie, kterou mutze
vyrobit. Kazdé mésto méa prifazenu spotfebu, coz je mnozstvi elektrické
energie, kterou potiebuje a je ji do néj pomoci sité potieba dopravit.
Navic kazdé vedeni mezi dvéma uzly v siti ma ptifazenu kapacitu, coz je
maximalni mnozstvi elektrické energie, které lze pres néj prepravit.

Vasim tkolem je pfifadit kazdému méstu elektrarnu, ktera jej bude
napajet. Soucet spotfeb meést, kterd napaji jedna elektrarna, nesmi pfe-
krocit jeji vykon. Navic mnozstvi elektrické energie prepravované libo-
volnym vedenim nesmi byt vyssi nez jeho kapacita. A konec¢né, protoze
elektrarny produkuji proud s riznymi frekvencemi, nesmi se prepravovat
energie z elektrarny pres uzel, kde je jina elektrarna nebo mésto napajené
z jiné elektrarny.

Popis vstupu

Program nacte vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni radek
vstupu obsahuje dvé celd ¢isla N a d; oddélend jednou mezerou. Cislo N
udava pocet uzlu sité a dy udava spotfebu hlavniho mésta. Uzly sité
jsou ocislovany od 1 do IV, kde uzel ¢islo 1 je hlavni mésto. Nasledujici
fadky popisuji uzly sité; i-ty fadek vstupu (kde 2 < ¢ < N) popisuje uzel
¢islo ¢. Kazdy z téchto radk je tvofen znakem ‘M’ nebo ‘E’ a tFfemi celymi
¢isly m;, ¢; a d; oddélenymi mezerami. Prvni znak urcuje, zda je v uzlu
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mésto (znak ‘M’) nebo elektrarna (znak ‘E’). Cislo m; (1 < m; < i) je
¢islo uzlu, kam je i-ty uzel pfipojen. Kapacita vedeni, které jej pfipojuje,
je ¢;. Konecné, pokud i-ty uzel je elektrarna, tak ma vykon d;. Pokud je
-ty uzel mésto, pak jeho spotieba je d;.

Mizete pfedpokladat, ze plati N > 2 a 0 < ¢;,d; < 1000000 000.
Dale muzete predpokladat, ze druhy uzel je vzdy elektrarna.

Popis vystupu
Program vypiSe na sviij standardni vystup jediny fadek. Ten obsa-

huje slovo ,Nelze“, pokud mésta nelze prifadit elektrarnam tak, aby

byla respektovana vSechna omezeni v zadani. V opac¢ném piipadé radek
obsahuje N c¢isel aq,...,ayn odpovidajicich jednotlivym uzlim sité. Po-

kud je i-ty uzel elektrarna, pak a; je . Pokud je i-ty uzel mésto, pak a;

je Cislo uzlu, kde je elektrarna, ktera toto mésto napéaji.

Vsimnéte si, ze omezeni ze zadani vyzaduji, aby bylo splnéno nasle-
dujici:

® Soucet spotieb mést, kterd napaji dand elektrarna, je nejvyse roven
vykonu této elektrarny.

e Kazdé mésto je v siti spojeno cestou s elektrarnou, ktera jej napaji,
a vSechny uzly na této cesté jsou mésta a jsou napajena touto elek-
trarnou.

e Kapacita vedeni, které spojuje dva uzly napajené stejnou elektrar-
nou, je alespon soucet spotfeb vSech mést v ¢asti sité napajené touto
elektrarnou oddeélené od elektrarny uvazovanym vedenim.

Je mozné, ze ve vysledném feseni né€ktera z vybudovanych vedeni ne-
budou vyuzita a nepovede pfes né zadna elektrina.

Hodnoceni
Ve vstupech, za které lze ziskat celkem 5 bodi, bude N < 1000.
V ostatnich vstupech bude N < 1000 000.

Priklady

Vstup: Vystup:
55 22333
E 15 10

E 15 20

M 3 15 10

M455
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Vstup: Vystup:
55 Nelze
E 15 10

E 15 20

M 3 12 10

M455

P-1-3 Zajicek

Ubohy zajicek se ocitl v pasti! Zatimco snidal uprostied rozkvetlé
mytiny, vSiml si ho nenasytny vlk a zajickovi nezbyva nic jiného, nez
mu utéct. ProtoZe na rozdil od vlka lépe skace, nez béha, potiebuje, aby
cesta vedla pres co nejvice pokdcenych stromii a vétvi. Pomozte mu a
poradte, kterym smérem mé utikat, aby vlkovi utekl.

Soutézni aloha

V roviné je ddno N dsecek, které predstavuji jednotlivé prekazky
(pokécené stromy a vétve). Tyto usecky se mohou vzijemné protinat.
Najdéte polopfimku p s poéatkem v bodé [0, 0] takovou, Ze protne co
nejvice tsecek. Polopfimka p protind tsecku, pokud s ni méa alespon
jeden spole¢ny bod, pfi¢emz se pocitaji i krajni body tsecky.

Format vstupu

Na prvnim radku je celé ¢islo N. Na i-tém z IV nasledujicich fadkt je
¢tverice celych cisel x;, y;, X;, Y;, kterd definuji i-tou tsecku s krajnimi
body [z;,y;] a [X;, Y;]. MzZete pfedpokladat, Ze pro kazdou tsecku plati

;Y; # Xy

To specialné znamena, ze kazda sec¢ka ma nenulovou délku a neobsahuje
bod [0, 0].

Format vystupu

Vystupem bude dvojice celych ¢isel x a y (kde x # 0 nebo y # 0) ur-
¢ujici druhy bod polopfimky, kterd protind maximéalni pocet tsecek. Vas
program muze vypsat libovolnou takovou dvojici (spravnych odpovédi je
samoziejmé nekoneéné mnoho).

Hodnoceni

Plnych 10 bodt ziskate za feseni, které zvladne efektivné vytesit vstup
se statisici useek. AZ 7 bod muZete ziskat za FeSeni, které zvladne
efektivné vytesit vstup s tisici usecek.
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Priklad
vy 44
Vstup: Vijstup: ~N | A
7 4 4
1433
0321
131 -3 -
2-1-2-1
-2 04 -2 T~
-30-12
-2322
44 4-4

Existuji i dalsi spravné odpoveédi, napriklad 5 5, 10 10, ...

P-I-4 Log-space programy

Letos se budeme v kazdém soutéznim kole olympiady setkévat s pro-
gramy s logaritmickou prostorovou slozitosti neboli log-space programy.
Ve studijnim textu uvedeném za zadanim této tlohy je popsano, jak ta-
kové programy funguji. Poznamenejme, ze v této tiloze nebudeme hod-
notit ¢asovou slozitost vasich feSeni, nemusite ji proto ani urcovat.

Soutézni uloha

a) (4 body) Napiste log-space program, ktery danou posloupnost ¢i-
sel usporada vzestupné. Vstup dostanete v poli A[1..n], vystup ulozte
do pole B[1..n]. Pozor na to, ze hodnoty v poli se mohou opakovat.

b) (4 body) Napiste log-space program, ktery zjisti, zda se zadané
posloupnosti ¢isel A[1..n] a B[1..n] lisi pouze poradim prvki.

¢) (2 body) Mé&jme dva log-space programy f a g. Program f dostane
vstup A[1..n] a vytvori z néj mezivysledek B[1. .n], program g dostane
tento mezivysledek a spocita z néj C[1..n]. Dokazte, ze existuje log-
space program, ktery dostane A a spocita z néj rovnou C.

Kdyby nam nezélezelo na pouzitém prostoru, stacilo by nejprve spus-
tit program f a az dobéhne, spustit na vypocteny mezivysledek pro-
gram g. Jenze tento mezivysledek se do pracovnich proménnych log-space
programu nemtize vejit. Vymyslete, jak se 1ze bez uloZeni mezivysledku
obejit.
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Studijni text

Zname-li vice algoritmu feSicich tutéz ulohu, obvykle povazujeme za

lepsi ten, ktery ma mensi ¢asovou slozitost. Prostorovou slozitost pouzi-
vame az jako vedlejsi kriterium, alespon dokud nejsou pamétové naroky
programu absurdné vysoké. Zkusme tentokrat potradi dilezitosti obratit
a zajimat se predevsim o prostorové naroky algoritmu.

Budeme psat log-space programy. Tak budeme fikat obyc¢ejnym pro-

gramum zapsanym v Pascalu ¢i Cécku, které spliuji tyto podminky:

e Kazda proménnd v programu je celociselného typu (int, integer,
apod.) a jeji hodnota je polynomidlni ve velikosti vstupu. Tim myslime,
7e absolutni hodnota ¢&isla nepiesdhne ¢ - n*, kde n je velikost vstupu
programu (pocet ¢isel na vstupu) a ¢ a k néjaké konstanty nezavislé na
vstupu. MizZeme tedy pouzivat naptiklad hodnoty z rozsahu —n...n,
—3n%...3n° nebo —10...10, ale uz ne 0...2".

e Pascalské typy char a boolean budeme také povazovat za celociselné.
e 74dné dalsi typy (napft. pole a ukazatele) nejsou povoleny.

e Jedinou vyjimku tvoii vstup a vystup. Vstup programu bude dostupny
v uréenych proménnych (obvykle polich), ze kterych smi program
pouze ¢ist. Podobné vystup ulozime do smluvenych proménnych a
méme do nich povoleno pouze zapisovat (specidlné tedy nesmime vy-
stupni proménnou zvysit o 1 pomoci ++ nebo inc, protoze tyto operace
kombinuji zapis se ¢tenim). Cisla na vstupu budou vzdy polynomiélné
velka, aby bylo mozné ukladat je do pracovnich proménnych.

® Program nepouziva rekurzi.

Priklad 1: Maximum z pole ¢isel mizeme hledat nasledujicim log-space

programenn:
var n: integer; { vstup: pocet &isel }
A: array [1..n] of integer; { vstup: zadand &isla }
m: integer; { vystup: pozice maxima }
i, j: integer; { pracovni proménné }
begin
j =1
for i := 2 to n do
if A[i]l > A[j] then j := i;
m := j;
end;
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Proménné i a j se pohybuji v rozsahu 1...n, ostatni proménné jsou
vstupni, popfipadé vystupni. Pozadavky definice log-space programu
jsou tedy splnény.

Priklad 2: Nasledujici log-space program nalezne v poli ¢islo, které se
tam vyskytuje nejcastéji:

var n: integer; { vstup: pocet &isel }
A: array [1..n] of integer; { vstup: zadanad &isla }
m: integer; { vystup: pozice nejCetn&jsiho }
i, j, ¢, cmax: integer; { pracovni proménné }
begin
cmax := 0;
for i := 1 to n do
begin
{ Spo¢itame, kolikrat se vyskytuje A[i] }
c :=0;
for j := 1 to n do

if A[j] = A[i] then c := c+1;
{ Je to vic neZ dosavadni maximum? }
if ¢ > cmax then
begin
cmax := c;
m := c;
end;
end;
end;

Opét si snadno rozmyslime, ze hodnoty pracovnich proménnych i, j,
¢ a cmax nepresahnou n.

Motivace

Jisté vas napadne otazka, pro¢ jsme zavedli log-space programy praveé
takto. Jsou totiz vérnym modelem algoritmt s logaritmickym mnozstvim
pracovni paméti, tedy s paméti O(logn), kde n je velikost vstupu. Pro-
storovou sloZitost programl ovSem méfime presnéji, nez je v olympiadé
obvyklé, totiz v bitech.

Jeden bit paméti nabyva 2 moznych stavi, pomoci 2 bitt mizeme
rozli§it 4 rtzné stavy a obecné pomoci k bitd 2F stavi. Napiiklad
8bitova proménns mize nabyvat 28 = 256 riznych hodnot, takZe do
ni muzeme ukladat ¢isla v rozsahu 0...255, nebo tfeba —100...155,
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pocatek intervalu si muZzeme zvolit libovolné. A obracené: pokud pro-
ménna v programu nabyva hodnot 1...k, potfebujeme na jeji ulozeni
[log, k] bitd paméti; pro rozsah j...k je to [logy(k — j + 1)] bitid. Jeli-
koz log, n* = klog, n, polynomidlné velka ¢isla jsou piesné ta, ktera se
vejdou do logaritmického mnozZstvi paméti.

Pole by se teoreticky do logaritmického prostoru mohlo vejit, ale bylo
by potfeba, aby soucet velikosti vSech polozek byl logaritmicky. To spl-
nuje napiiklad pole logn cisel konstantniho rozsahu, nebo naopak kon-
statni pocet polozek logaritmické velikosti. Moznosti jsou tedy znacné
omezené, a proto jsme pro jednoduchost pole v nasich log-space progra-
mech viibec nepovolili.

Jesté nesmime zapomenout na to, Ze pamét potfebujeme i k voldni
podprogrami (procedur a funkc{). Musime si totiz ulozit, kam se z pod-
programu vratit (k tomu staci rozlisit konstantné mnoho moznosti), a za-
pamatovat si lokélni proménné podprogramu. Pokud program neni re-
kurzivni, nebudou pamétové naroky vyssi, nez kdyby vSechny proménné
byly globalni. Pokud bychom ovSem rekurzi pouzili, museli bychom vzit
v Gvahu, Ze jedna proménnad miize soucasné existovat ve vice instan-
cich, takze se mnozstvi paméti vynasobi hloubkou rekurze. Rekurze by
se tedy vesla do logaritmické paméti jen ve specidlnich ptripadech, takze
ji v zdjmu jednoduchosti také nepovolujeme.

Na zavér si vSimnéme, Ze k FeSeni obou nasich pfikladd by mensi nez
logaritmické mnozstvi paméti nestacilo. Jelikoz je vstup zadan v poli,
musime umét indexovat prvky tohoto pole, tedy vytvafet indexy v roz-
sahu 1...n, a k uloZeni téchto indexu je logaritmicky prostor potieba.

Ulohy doméciho kola
62. ro¢niku Matematické olympiddy
pro zaky zakladnich skol

KATEGORIE Z5

Z5-1-1

Maminka zaplatila v knihkupectvi 2 700 K¢. Platila dvéma druhy ban-
kovek, dvousetkorunovymi a pétisetkorunovymi, a presné. Kolik kterych
bankovek mohla pouzit? Uvedte vSechny moznosti. (M. Krejcovd)
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