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MATEMATIKA

Ramseyova teorie aneb priklady,
které jsou pro pocitac prilis slozité

Lubomira Balkovd, FJFI CVUT v Praze
Aranka Hruskovd, G Christiana Dopplera, Praha
Viadislav Matis, G Ceskolipskd, Praha
Jakub Schusser, G Broumov
Eduard Subert, G Turnov
Martin Tépfer, G Nad Stolou, Praha

Abstract. Ramsey theory deals with problems asking for the minimum num-
ber of elements which guarantees a particular property. These include e.g.
Party Problem, Happy End Problem or Van der Waerden Problem. Solving
the problems of this kind is rather time-consuming for a computer, but the
result can often be obtained by mathematical reasoning with pencil and paper.
Ramsey theory was deeply developed by a famous Hungarian mathematician
Pal Erdés.

Ramseyova teorie

Frank Plumpton Ramsey (1903-1930) byl britsky matematik, filozof
a ekonom, ktery i navzdory faktu, Zze zemfel v pouhych 26 letech, publi-
koval mnoho ¢lankd zabyvajicich se kombinatorikou, pravdépodobnosti
a matematickou ekonomii a stal u zrodu teorie, ktera nese jeho jméno.
Ramseyova teorie se zabyva hleddnim nejmensiho poctu prvki, ktery ga-
rantuje urcitou vlastnost. Nejlépe tuto teorii pochopime na konkrétnich
prikladech.

Uloha 1. Nechf n znaéi pfirozené ¢&islo. Dokazte, #e vybereme-li z &isel
1,2,3,...,2n libovolné n + 1 ¢isel, pak mezi nimi vidy najdeme dvé
nesoudélna cisla. Vybrat n ¢isel ale nestaci.

Diikaz: Vzdy, kdyz vybereme n+1 ¢isel, objevi se mezi nimi dvé po sobé
jdouci ¢isla a ta nejsou soudélna. Pokud ale vybereme pouze n prvki,
miiZze nastat situace, kdy vybereme napt. n sudych cisel, kterd budou
vzdy po dvojicich soudélna. (Jejich spoleénym délitelem bude ¢islo 2.)
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Uloha 2. Najdéte minimalni piirozené ¢&islo n tak, aby platilo, Ze
usporadame-li prvnich n pfirozenych cisel, tedy ¢isla 1,2,3,...,n, libo-
volné, pak vzdy najdeme rostouci nebo klesajici podposloupnost 11 ¢isel.

Reseni: n = 101.
Dikaz: Uvazovat prvnich 100 ¢isel nestaci, protoze usporadame-li je
v poradi

91,92,93,...,100,81,82,83,...90,...,11,12,13,...20,1,2,3,...10,

pak v takovém usporadani nenajdeme ani klesajici ani rostouci posloup-
nost 11 ¢isel. Dikaz, ze 101 ¢isel postacuje, nechdme pro bystrého cte-
nare. A kdo nechce premyslet nad dikazem, miZe alespon zkusit uspo-
radat ¢isla od 1 do 101 libovolné a ovérit, Ze mezi nimi najde rostouci
nebo klesajici posloupnost o 11 ¢lenech.

Ramseyova teorie je velmi obtizna ¢ast matematiky, ve které je snadné
problémy formulovat, ale obtizné je fesit. Ramseyova teorie vznikla jako
teoreticka disciplina, ale podobné jako prvocisla, ktera se odjakziva zkou-
mala jako pouhé zajimavost, a nakonec v dnesni dobé hraji prim v kryp-
tografii a naSe kreditni karty jsou chranény sifrou RSA, kterd je zaloZzena
na vlastnostech velkych prvocisel, tak i Ramseyova teorie ma dnes uplat-
néni v mnoha praktickych oblastech: komunikaéni sité, prenos informace,
vyhledavaci systémy atd.

Van der Waerdenuv problém

Bartel L. van der Waerden (1903-1996) byl holandsky matematik,
ktery se vénoval pfedevsim abstraktni algebie. Ve svém dile Algebra byl
prvni, kdo obséahl toto téma jako celek. Jeho jméno je vSak navzdy za-
psano v déjindch matematiky zejména diky van der Waerdenovu teo-
rému, ktery je soucasti Ramseyovy teorie a srozumitelné osvétli, o co
v Ramseyoveé teorii jde.

Van der Waerdenuv teorém: Pro kaZdé r, k € N existuje N € N takové, Ze
pokud ¢isla 1,2, ..., N obarvime ndhodné kaZdé jednou z r rizniych barev,
pak jisté najdeme k ¢lend jednobarevné aritmetické posloupnosti®).

Nejmensi mozné N znacime W (r, k) a nazyvame van der Waerdeno-
vym ¢islem.

1 Posloupnost cisel je aritmetickd, pokud rozdil kazdych dvou sousednich ¢lent je
konstantni, tj. roven néjakému pfirozenému cislu d.
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Pro lepsi srozumitelnost zkoumejme van der Waerdentuv problém pro
r=2k=3.

Uloha 3. Najdéte nejmensi mozné N tak, aby v posloupnosti 1,2,..., N
po libovolném obarveni dvéma barvami (napf. ¢ervenou a bilou) $ly najit
3 Cleny aritmetické posloupnosti.

Reseni: N =09.
Diikaz: Prijdeme na to, ze N = 8 je méalo, protoze miZzeme barvit nasle-

dovné:
12345678,

kde 5 zna¢i obarveni ¢ervenou, zatimco 5 obarveni bilou barvou. Ukazme,
ze pokud ptridame devaté ¢islo, tak pfi jeho libovolném obarveni ¢ervenou
¢i bilou barvou najdeme 3 ¢leny aritmetické posloupnosti.

Barvime ¢isla 1, 2, 3, ..., 9 od stfedu ciselné posloupnosti, tedy od
¢isla 5. Pro zjednodusSeni jsme misto podtrzeni a nadtrzeni pouzili pis-
mena: b pro bilou barvu a ¢ pro Cervenou barvu. Tecky znazornuji ne-
obarvend c¢isla. Zacneme tim, ze ¢islo 5 obarvime bez Gjmy na obec-
nosti barvou b. Nésleduji tii moznosti dalsitho obarveni, z nichz jednu
jsme znazornili nize kompletné a u zbylych dvou naznadili zacatek (jde
o moznosti, kde miZe byt nejblizsi bil4 &islice nalevo od ¢isla 5). Kazdé
dalsi obarveni ¢isla zabranuje vzniku aritmetické posloupnosti. Nakonec
vSak zlstane cislo, které nelze obarvit ani bile b ani ¢ervené ¢ — to je
oznaceno !!!. Ctenaf af si rozmysli, Ze i obé dalsi cesty vedou ke vzniku
jednobarevné aritmetické posloupnosti.

Postup obarveni

1 2 3 2‘ 2 6 789 Ostatni moZnosti zacatku
c b b e : 1 234567389
c b b ¢ . b
. b ¢ b
c b b c c . b b b
c b b c c b b ©c
. c ¢c b b c c b b
¢ ¢ b b c c b b

Dtikaz jsme provedli také hrubou silou. Doporucujeme ctenafi, aby
si napsal svilj vlastni program. My jsme zkoumali vSechny moznosti pii
pouziti programovacich jazykt C++, Wolfram Mathematica a PHP.
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123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789
123456789 | 123456789 123456789 | 123456789

Obr. 1: Dvé ukazky vystupu z programu. Barevné rozliSeni je reprezentovano
podtrzenim a nadtrzenim. V prvnim sloupci jsou posloupnosti nalezené v pod-
trzenych, ve druhém v nadtrzenych podposloupnostech. Po fadcich se zvysuje
diference. JelikoZ je pro libovolné obarveni (tedy pro libovolna umisténi nadtr-
zeni a podtrzeni) nalezena jednobarevnd aritmetickd posloupnost pro néjakou
diferenci, je hrubou silou potvrzeno, ze W (2,3) = 9.

Party Problem

Dalsim témér notoricky zndmym problémem z oblasti Ramseyovy te-
orie je Party Problem, cesky party problém.

Uloha 4. Jaky je nejmensi pocet hostil, kteii se musi tcastnit vedirku,
ma-li byt zajisténo, ze mezi nimi existuje trojice, kde kazdy znal kaz-
dého jiz pred vecirkem, nebo existuje trojice, kde kazdy vidi kazdého na
vecirku poprvé?

Abychom mohli Party Problem pfepsat do jazyka matematiky, celou
situaci budeme reprezentovat grafem. Vrcholy grafu predstavuji hosty a
hrana mezi dvéma vrcholy znamend, ze se dani dva lidé znali jiz pred
veCirkem. Nyni mutzeme pfeformulovat tlohu néasledovné: Jaky je mi-
nimélni pocéet vrcholu tak, aby kazdy graf s takovym poctem vrcholi
obsahoval bud tfi navzijem propojené vrcholy, nebo t¥i vrcholy, mezi
nimiz neni zadna hrana?

Resend: Minimélni pocet hostti je 6.
Diikaz: Nasledujici obrazek ukazuje, Ze 5 hosti nestaci (obr. 2).

Obr. 2: Pét hostti na vecirku nestaci k tomu, aby mezi nimi existovala trojice,
kde kazdy znal kazdého jiz pred vecirkem, nebo mezi nimi existovala trojice,
kde kazdy vidi kazdého na vecirku poprvé.
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Na grafu o 6 vrcholech uz ale dokazeme, Ze 6 hostu staci. Z nékterého
vrcholu (ozna¢me jej A) vedou alespoii tii hrany, nebo existuji alespor
t¥i vrcholy, se kterymi vrchol A spojen hranou neni. Bez jmy na obec-
nosti uvazujme, ze z daného vrcholu vedou aspoii t¥i hrany (obr. 3).
Oznacme libovolné t¥i vrcholy spojené s vrcholem A jako B, C' a D.
Pokud by existovala hrana mezi nékterymi dvéma témito vrcholy, tvo-
fily by s vrcholem A trojici navzajem propojenych vrchold, coz by byla
hledand trojice tfi hostd — znamych. Pokud mezi B, C' a D neni zadna
hrana, tvofi tyto vrcholy hledanou trojici nepropojenych vrcholi, tedy
hostti setkavajicich se poprvé.

(a) B o (b) B o

Obr. 3: Ilustrace pfipadu, kdy (a) byla nalezena trojice hostt, kde kazdy znal
kazdého uz pfed party, (b) byla nalezena trojice hosti, ktefi se vidi na party
poprvé.

Diikaz, Zze odpovéd na party problém zni 6 hostt, lze provést také
hrubou silou. OvsSem tentokrat budeme muset zkontrolovat, zda vsechny
grafy na 6 vrcholech obsahuji trojici vzajemné propojenych vrcholt nebo
trojici vzajemné nepropojenych vrcholti. Pokud program nebudeme ni-
jak optimalizovat a budeme uvazovat vsechny grafy véetné téch, které
jsou navzédjem izomorfni (tedy jeden vznikne z druhého pfejmenovanim
vrcholit), budeme muset otestovat 2'° = 32 768 grafi?). Vypocet naseho
programu napsaného v prostiedi Wolfram Mathematica trval piiblizné
25 minut.

Zobecnénim party problému je tuloha, kdy hleddme nejmensi pocet
hostt1, ktefi se musi Gcastnit vecirku, ma-li byt zajiSténo, Ze mezi nimi
existuje n-tice, kde kazdy znal kazdého jiz pred party, nebo existuje
n-tice, kde kazdy vidi kazdého poprvé na vecirku. Pokud bychom se sna-

2) pocet grafi na 6 vrcholech uréime nasledovné: Graf, ktery obsahuje vsechny mozné
hrany, jich ma 15, jak snadno spoéteme. Kdyz konstruujeme vSechny grafy na
6 vrcholech, u kazdé z 15 hran mame 2 moznosti — bud ji do grafu ddme, nebo ne.
Proto je viech graft na 6 vrcholech 215,
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7zili Tesit tento problém hrubou silou bez jakékoli optimalizace, museli
bychom proveérit 9™ grafi. Jiz pro n = 5 je tato tloha pro dnesni
pocitace prilis slozita. Bohuzel neni zndmé ani zadna elegantni matema-
ticka cesta vedouci k vysledku. Pro n = 4 je potfeba minimélné 18 hosti
na vecirku, ale pro vyssi n jsou znamé jen horni a dolni odhady. Pro
n = 5 se odhadovany minimalni pocet hosti pohybuje mezi 43 a 49 a
pro n = 6 mezi 102 a 165.

Happy End Problem
Happy End Problem byl zformulovan ve tficatych letech minulého
stoleti. Jako prvni s nim pfisla madarskd matematicka Esther Kleinova.

Uloha 5. Kolik bod# v roviné, z nichz zadné t¥i nelezi v pfimce, je mini-
malné potteba, aby nékteré z nich tvorily vrcholy konvexniho ¢tyituhel-
niku?

Sama si ihned odpovédéla a nasledné se zacal zkoumat stejny problém
pro pétithelnik i obecné pro n-tthelnik.
Resend: Minimélni pocet bodii je 5.

Diikaz: Uvazujme viechny mozné tzv. konvexni obaly (obr. 4).%)

Obr. 4: Konvexni obaly 5 bodi, které lezi v roving, ale ne v pfimce, vytvori
vzdy bud pétithelnik, ¢tyFuhelnik, nebo trojihelnik.

Kazdych pét bodi v roviné lze uzaviit bud do konvexniho pétitthel-
niku, ¢tyrahelniku, nebo trojihelniku. Pokud vybereme libovolné ¢tyti
body z pétithelniku, vytvoii konvexni ¢tyithelnik. U ¢tyfuhelniku jsou
hledanymi body ¢tyfi krajni. V trojihelniku spojime dva vnitini body
pfimkou, kterd ndm rozdéli rovinu na dvé poloroviny. V jedné z nich se
nachézi jeden vrchol trojuhelniku a v druhé dva. Spojime-li dva vnitini

3) Konvexni obal je nejmensi konvexni mnozina obsahujici dané body. Pfipomenme,
ze Utvar v roviné je konvexni, pokud s kazdymi dvéma body obsahuje i tsecku,
ktera je spojuje.
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body s dvéma vrcholy trojuhelniku lezicimi ve stejné poloroving, ziskame
hledany konvexni ¢tyruhelnik.

Miniméalni pocet bodu je zndmy i pro pétithelnik.
Uloha 6. Kolik bod® v roving, z nich? 74dné t¥i nelezi v p¥imce, je mini-
malné potieba, aby nékteré z nich tvorily vrcholy konvexniho pétitihel-
niku?
Resend: Minimélni pocet bodii je 9.

Tvrzeni uz nebudeme dokazovat, jen ilustrujeme na obrazku, ze
8 bodu stadit nemusi (obr. 5).

Obr. 4: Usporadéani 8 bodiu v roviné, které neobsahuje konvexni pétithelnik.

Vzapéti po vysloveni problému prfisel matematik Gyorgy Szekeres
s obecnym odhadem — s po¢tem bod N(n), které zajisti existenci kon-
vexniho n-thelniku. Esther Kleinovou tim tak uchvatil, ze ziskal jeji ruku
(feCeno s nadsazkou). Od té doby se tomuto problému piezdivd Happy
End Problem. Matematici ale véfi hypotéze, Ze minimalni pocet bodtl
garantujicich existenci konvexniho n-tthelniku je 2"~2 + 1, coZ je pocet
mnohem mensi nez Szekerestiv odhad N(n). Tato hypotéza zatim nebyla
ani potvrzena ani vyvracena (zkontrolujte, Ze pro n = 3,4,5 hypotéza
plati).

Pal Erd8s a Ramseyova teorie

V souvislosti s Ramseyovou teorii je povinnosti zminit jméno jejiho
velkého propagatora. Pal Erdos se narodil roku 1913 v Budapesti v ro-
diné matematikt. Jiz jako dité jevil zndmky geniality, ve ctyfech letech
ovladal zaporna cisla a v deseti byl okouzlen Eukleidovym dtikazem, ze
prvocisel je nekoneéné mnoho?), ktery mu ukézal jeho otec — tehdy se
maly Pal rozhodl, Ze se stane matematikem a bude sam nachazet takové
krasné dikazy. Své tituly ziskal velice brzy, vsechny za dukazy tykajici se

4) Ctenai by mél tento ditkaz znat. Pokud neznd, doporuéujeme, aby se jim nechal
také pii nejblizsi prilezitosti okouzlit. Jde o prvni matematicky dikaz sporem.
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prvocisel. Béhem svého zivota napsal Erdds rekordni pocet ¢lankt. Pro-
toze mél kromé velkého mnozstvi publikaci i obrovsky pocet spoluautori,
bylo na jeho pocest definovano Erdésovo ¢islo. On sam ma ¢islo 0, kazdy
jeho spoluautor 1, spoluautor spoluautora 2 atd.

Pal Erdos také hledal ,,Zazracné déti“. Jednim z nich byl napt. 11lety
Lajos Pésa, kterého si Erdds provéril ilohou 1. Lajos ho béhem chvilky
vyresil a diky tomu byl Erdésem pfizvan ke spolupraci.

Tento matematik ze svych zivotnich zkusenosti usoudil, ze Bth roz-
hodné nemutze byt dobrotivy, a pfezdival mu Supreme Fascist (SF).
Hlésal, ze SF m4 Knihu (the Book), ktera obsahuje jen ty nejhezéi dii-
kazy. Nejvétsi pochvalou tedy bylo, kdyz o vasem dtikazu prohlésil: ,,It’s
straight from the Book.“

S Ramseyovou teorii se seznamil diky Happy End Problemu, protoze
byl viidéi figurou Anonymous Group, skupiny madarskych studenttt ma-
tematiky, kam Esther Kleinova také patfila. Bezprostiedné po Gyorgyovi
Szekeresovi nalezl P4l Erdés jesté lepsi horni odhad. Rika se, ze Gyorgy
mél Stésti, protoze jedinou Palovou laskou byla matematika, a proto Es-
ther dala prednost Gyorgyovi. Vice o zZivoté genidlniho matematika Pala
Erdése se dozvite ve ¢tivych knihdch [3, 4] a ve filmu [2].
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* % ok % ok

Uvazujiicemu intelektu sa javi matematika ako c¢rta velmi ldkavd a do-
konca ocarujica. .. Som presvedceny, Ze cisto matematickd konstrukcia
umozni ndjst pojmy a tie zdkonité vztahy medzi nimi, ktoré vydaji klic
k porozumeniu prirodngch javov.*)

(A. Finstein)

*) Vybral Dusan Jedinak
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