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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Pocet prisecikd uhlopric¢ek
v konvexnim mn-uhelniku

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. In this article the diagonals of convex n-gon are considered straight
lines and the number of their intersection points is derived.

Konvexni mnohothelniky vystupuji v celé fadé uloh, ale pro tento
¢lanek jsme vybrali pouze jedinou; budeme se v ni zabyvat poctem pru-
seCiki jejich tthlopficek. Na rozdil od béznych zvyklosti pfitom budeme
uhloprickami rozumét nikoli usecky, ale primky uréené dvojici nesoused-
nich vrcholq; je ziejmé, ze takto chapané uhlopficky se mohou protinat
nejen uvnitt n-thelniku, ale i vné, jak je patrné z konvexniho Sestitithel-
niku ABCDEF na obr. 1.

Obr. 1
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V néasledujicich fadcich odvodime nejprve vztah pro celkovy pocet pri-
seCikt uhlopficek, tj. pro pocet pruseciki, které mohou byt ve vnitini
i ve vnéjsi oblasti konvexniho n-thelniku. S pouzitim tohoto vysledku
pak urc¢ime pocet prisecikii, které lezi uvnitt n-thelniku, a pocet pru-
secCiki, které lezi v jeho oblasti vnéjsi. Budeme pritom predpokladat, ze
zaddné dvé uhlopficky nejsou rovnobézné a zadné tii uhlopticky nemaji
spole¢ny bod.

K tomu, abychom ur¢ili celkovy pocet prusec¢ikii, ur¢ime nejprve, kolik
pruseéiki méa thlopficka prochézejici vrcholy A, B daného n-tthelniku se
vSemi tthloprickami, které zadnym z téchto vrcholti neprochézeji. Pocet
téchto thlopticek dostaneme, kdyz od poctu vSech tthlopii¢ek odecteme
pocet thlopricek, které prochazeji aspon jednim z vrcholi A, B. Pocet
vSech whlopricek n-thelniku je

n(n —3)
2 3
pocet uhlopricek prochézejicich vrcholem A je n — 3, prochézejicich vr-
cholem B je také n — 3, a protoze v souctu (n— 3) + (n — 3) je uhlopficka
prochéazejici obéma vrcholy A, B zaroven pocitana dvakrat, je nutno

tento soucet o jednu zmensit. Pocet tthlopricek, které neprochazeji vr-
cholem A ani B, je tedy dén vyrazem

n(n — 3)

(n—3)(n—4) n%?—-Tn+14
5 :

—2(n=-3)-1]=1+ 5 = 5

Protoze zvolena tihlopticka AB se podle predpokladu protiné se vSemi
uhlopfickami, které zadnym z vrcholi A, B neprochézeji, udéva ziskany
vyraz také pocet pruseciki uhlopficky AB se vSemi témito thlopfickami.
Vynasobime-li tento vyraz poc¢tem vSech thlopticek a uvédomime-li si,
ze v tomto soucinu je kazdy priisecik pocitan dvakrat, dostaneme, Ze pro
celkovy pocet p.(n) priseciki uhlopti¢ek konvexniho n-thelniku plati:

n?—7Tn+14 n(n—3) 1 n*—10n%+35n% —42n

pe(n) = 2 2 2 8

Urc¢ime nyni, kolik z téchto prisecikn lezi ve vnéjsi oblasti n-thelniku.
Tento pocet, ktery oznaéime p,(n), dostaneme tak, Ze od celkového
poétu p.(n) priseciki odecteme pocet p,(n) priseciki lezicich uvnit¥
n-thelniku:

pu(n) = pe(n) — pu(n)
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Pocet p,(n) priseéika, které lezi uvnité konvexniho n-thelniku, ur-
¢ime za predpokladu, ze zadné tii thlopficky se uvniti n-thelniku ne-
protinaji v jednom bodé; predpoklad, ze zadné dvé nejsou rovnobézné,
neni v tomto pfipadé nutny. K odvozeni vztahu pro p,(n) staci si uvé-
domit, ze kazdému priisec¢iku odpovida jediné ¢tverice vrchold a ze také
obracené kazdé ¢tverici vrchold odpovida jediny prusecik. Znamené to,
Ze pocet pruseciki uhlopricek lezicich uvnitf n-thelniku je roven poctu
zptisobi, jimiZ lze z n vrcholl vybrat &tyfi, coz lze provést (}) zptsoby.

Je tedy: _(n\ _n(n-1)(n—2)(n-3)
pu(n) = < > -

4 24

Pomoci odvozenych vztahtt pro p.(n) a p,(n) dostaneme, %e pro pocet
py(n) priseciki lezicich ve vnéjsi oblasti n-uhelniku plati:

n* — 10n3 + 35n2 — 42n ~n(n—1)(n—2)(n—3)
8 24

pu(n) =
Tento vysledek lze upravit na tvar:

n*—12n34+4mM2%2—-60n nn-3)(n—4)(n—>5
) = 3 T YR IO

Ctenaf se snadno presvédéi, ze pro n = 3,4, 5 poéty pruseéika thlo-
pfi¢ek s odvozenymi vysledky souhlasi; pro n = 6 je p.(6) = 18,
pu(6) = 15, p,(6) = 3, coz je rovnéz v souladu s konvexnim Sesti-
uhelnikem ABCDEF na obr. 1.

Poznamenejme na zavér, ze ziskané vzorce byly odvozeny za predpo-
kladu, ze zaddné tii thlopticky konvexniho n-tihelniku neprochézeji jed-
nim bodem a ze zadné dvé nejsou rovnobézné. Z tohoto duvodu tyto
vzorce neplati napf. pro Sestithelnik pravidelny, jak si muZzete snadno
oveéFit.
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Sprdvne odpovede zo str. 22-26
1b); 2a); 3d); 4a); 5¢); 6b); 7Ta); 8d); 9b); 10 a); 11 d); 12 ¢)

Vyhodnotenie:

V ramci postdenia predvedenych vedomosti radsej pontikneme vtipné
myslienky zaujimavych osobnosti:
e 15-13 b:
Moéze byt viacero néazorov, ale iba jedna pravda.
(J. Piaget)
e 12-10 b:
Matematickd tvorivost a matematicky rozum nemoze byt v nepomere

so vSeobecnou tvorivostou a rozumom vdbec.
(J. S. Hadamard)

e 9-7 b:

Prinutit ¢loveka premyslat, to znamend urobit pre neho viac nez vy-
bavif ho ur¢itym poc¢tom instrukcii.

(Ch. Babbage)

e 6-3 b:

Vsetci robime chyby bez rozdielu, len kazdy robi chyby inak.

(G. Ch. Lichtenberg)
¢ 2-0b:

Na ¢o Ti bude matematika, zilezi iba na Tebe. MoZno, Ze na ni¢, ked
Ta nezaujima a nebavi. Ak by si sa ale aspoii trochu snazil, mozno by si
niekedy neskor vedel lepsie zapasit s nie¢im inym.

(E. Calda)

E T S S

Uvazujicemu intelektu sa javi matematika ako ¢rta velmi ldkavd a do-
konca ocarujica... Som presvedceny, Ze cisto matematickd konstrukcia
umozni ndjst pojmy a tie zdkonité vztahy medzi nimi, ktoré vydaji k¢
k porozumeniu prirodngch javov.*)

(A. Einstein)

*) Vybral Dusan Jedinak
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