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MATEMATIKA

Rozdéleni déti do skupin

Tomds Holan, MFF UK, Praha

Abstract. The article deals with a mathematical problem which was some time
ago included in the entrance examination to MFF UK. The problem is analysed
and two possible approaches to its solution are presented.

1. Uloha

Soucasti pfijimaci zkousky na MFF UK byla pfed ¢asem néasledujici
uloha:

Urcete pocet zptisobu, jimiZ je mozZno rozdelit Sest pojmenovanych déti
do tri skupin. Skupiny pritom nejsou nijak ocisloviny a dva zpiusoby
rozdélent jsou ruzné, pokud néjaké dité je v jednom zpusobu ve skupiné
s ditétem, se kterym ve druhém zpisobu ve skupiné neni. Zddnd skupina
nesmi byt prdzdnd.

2. Prvni zpusob feseni

Tuto tlohu, jako ostatné i fadu jinych tloh figurujicich v pfijimacich
zkouskach na MFF UK, je mozno fesit pfinejmensim dvéma zpiisoby.

Prvni zpusob je tak trochu mechanicky, pracny, s moznosti néco pre-
hlédnout nebo udélat pocetni chybu. V prijimacich zkouskach tuto tlohu
vétSina uchazeci fesila pravé timto pracnéjsim zptsobem.
vypocet je potom naopak velice jednoduchy, a to i pro zadani vétsich
rozmeéru, napi. kdybychom chtéli rozdélovat deset déti do péti skupin.

Podivejme se nejprve na prvni zpusob, ktery bychom mohli nazvat
,postup rozborem pripada“.

Méme-li rozdélit 6 déti do 3 skupin (pocty budeme zapisovat ¢isly,
bude to pfehlednéjsi), kde pfitom Zadnéd skupina nesmi byt prazdna,
existuje jen malo pfipadt podle poc¢tu ¢lent jednotlivych skupin:

Pripad 1-1-4: ve dvou skupinach po jednom ditéti, ve zbyvajici skupiné
4 déti

Pripad 1-2-3: v jedné skupiné 1 dit€, ve druhé 2 déti a ve tieti zbyvajici
3 déti

Pripad 2-2-2: 2 déti v kazdé skupiné
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Maéme-li za kol spoéitat pofet moznosti, jak 6 konkrétnich (pojme-
novanych, ocislovanych) déti rozdélit do 6 skupin, spoc¢teme pocet moz-
nosti, jak déti rozdélit v jednotlivych pfipadech a soucet nam da celkovy
pocet moznosti.

Nejjednodussi bude vypocet u pripadu 1-2-3, za¢néme tedy jim: Jedna
skupina bude obsahovat jediné dité. Ze Sesti déti mame tedy Sest moz-
nosti, které dité to bude. Druhé skupina bude obsahovat dvé déti ze
zbyvajicich péti; pocet moznosti, jak je vybrat [1], bude pro znalce kom-
binatoriky (g), coz je 5—;" = 10.

Pro neznalce kombinatoriky: Kdyz méame vybirat dvé déti z péti,
mame pét moznosti, jak vybrat prvni dité (kterékoliv z téch péti), a
potom ¢tyFi moznosti, jak vybrat druhé dité (jedno ze zbyvajicich ¢tyt).
Ale pfi tomto vybéru kazdou dvojici déti vybereme dvakrat, jednou jako
prvniho vybereme prvniho ¢lena dvojice a podruhé tutéz dvojici vybe-
reme v opac¢ném poradi, proto musime takto nalezenych 20 moznosti
jesté vydélit dvéma.

Pro vybér ditéte do prvni skupiny jsme méli 6 moznosti, pro vybér
déti do druhé skupiny méme 10 moZnosti (a tyto vybéry jsou na sobé
nezavislé), déti do prvnich dvou skupin tedy mtZeme vybrat 6 - 10 = 60
moznostmi. Do tfeti skupiny uz mizeme vybrat jedinym zpiisobem, a to
tak, Ze tam umistime zbyvajici 3 déti.

Pro pripad 1-2-3 tedy existuje 60 moznosti, jak 6 déti rozdélit do
skupin danych velikosti. (Zkuste si, jestli dostaneme stejny pocet, kdy-
bychom obsazovali skupiny v jiném pofadi!)

V pripadu 1-1-4 mame 6 moznosti, jak vybrat prvni dité. Potom
5 moznosti, jak vybrat jedno dité do druhé skupiny, ale protoze sku-
piny nejsou nijak pojmenovany nebo oc¢islovany, piipady, které se budou
lisit pouze tim, které dité ze stejné dvojice jsme vybrali do prvni skupiny
a které do druhé, nadm splynou, proto musime pocet moznosti 6-5 vydélit
dvéma (kazdé obsazeni prvnich dvou skupin dvéma détmi pfi postupném
obsazovani zapo¢itdme dvakrat).

Nejvétsi, ¢tyrélennou skupinu potom zase miZzeme obsadit jedinym
zpusobem C¢tyfmi zbylymi détmi a pocet moznosti rozdéleni déti do sku-
pin velikosti 1-1-4 bude proto 6—; =15.

Jako posledni jsme si nechali pfipad 2-2-2. Dvé déti do prvni skupiny
muzeme vybrat (g) = 6—; = 15 zplsoby. Dvé déti do druhé skupiny

43 _

miizeme vybrat ze zbyvajicich ¢tyt (3) = 5> = 6 zpisoby. A dvé déti

do tfeti skupiny nam zbydou, takze jediny zpiisob. To mame dohromady
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15-6-1 = 90 moznosti. Stejné velké dvouclenné skupiny jsou mezi sebou
nerozlisitelné a dvéma kamaradam je jedno, jestli spolu budou ve skupiné
¢islo jedna nebo ve skupiné ¢islo dva nebo ve skupiné ¢islo t¥i (obzvlast
kdyz skupiny Zadna ¢isla nemaji). Takze jsme vlastné kazdou moznost
rozdéleni zapocitali tolikrat, kolika zpiisoby mtzeme zpiehézet potradi
t¥1 skupin. Znalci kombinatoriky védi, Ze to je 3! neboli 6. Celkovy pocet
moznosti v pfipadu 2-2-2 tedy musime délit Sesti a dostaneme % =15.

Rozdélili jsme feSeni na jednotlivé pripady, spocitali pocty feseni v jed-
notlivych pripadech a kdyz je seCteme, vyjde nam, ze celkovy pocet moz-
nosti, jak rozdélit Sest déti do skupin, je 60 + 15 + 15 = 90.

3. Druhy zpusob feSeni

Druhy zptsob, jak jiz bylo feceno, je mozna trochu namahavéjsi na
predstavivost a jesté si ho trochu zkomplikujeme sami. Nespokojime se
totiz s rozdélovanim Sesti déti do tii skupin, ale zamyslime se nad tim,
kolika zptlisoby se da rozdélit jakykoliv pocet déti do jakéhokoliv poctu
skupin.

Vzorecek! Kdo zklamané ¢ekd, ze ted vytdhneme z rukdvu kouzelny
vzoreCek, ktery jsme nasli v tlustych knihéch, ten muze byt v klidu!
Budeme jen trochu pfemyslet a aby se ndm lépe pfemyslelo (a abychom
nemuseli psat dlouhé véty), zavedeme si oznaceni: Pocet moznosti, jak
Ize d déti rozdélit do s skupin, oznacime Py ;.

Uloha, kterou méme vyfesit, znamena uréit Ps 3.

Jakou hodnotu mtize mit takové P; ,? To zalezi na d a na s. Tak tfeba
kdyz s > d, tak Py s = 0, protoZe skupiny nesmi byt prazdné a déti se
ptlit nesmi! Zajimavy fakt o P; s, zapiSme si ho:

Py;s=0, pros>d

Co jesté mtizeme Fici o Py 7 Kdyz bude skupin tolik, kolik déti, tak
bude muset byt v kazdé skupiné jedno dité a protoze ty skupiny budou
stejné veliké (velikost 1), tak je od sebe nedokézeme odlisit, takze to
vlastné bude jedind moznost, jak d déti do d (d = s) skupin rozdélit.
Zapsano formalné:

Pys=1, pros=d

Také mlzeme napsat: Pyq = 1.
Nakonec, kdyz bude jediné skupina, tak mame také jedinou moznost,
jak déti rozdélit, neboli

P;s=1, pros=1.

)
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Zname tak hodnoty Py s pro nékolik okrajovych pfipadt. Ale co ty
ostatni?

Predstavte si, Ze mate rozdélit d déti do s skupin a pritom to neni
zadny z téch okrajovych pripadi, ty uz mame vytreSené. Tteba si pred-
stavte, Ze prijde nové dité€ na hristé, kde uz ty ostatni déti jsou néjak
rozdélené. Kolik ma moznosti?

Tak jednak si mtze hrat samo. To znamenad, ze bude mit vlastni jed-
noclennou skupinu a pokud cely ten pfipad oznacujeme jako Py s, tak to
znamend, ze zbylych d — 1 déti se rozdéli do (zbylych) s — 1 skupin. A to
mohou udélat P4_1) (s—1) zpiisoby.

Druhéa moznost pro dité, které prijde na hiisté, je, Ze se prosté prida do
nékteré skupiny. Kolik skupin méa na vybér? Prece s. A kolik je moznosti,
jak ostatni déti mohou byt rozdéleny v s skupinach? No ptece Pg_1) -
Jinou moznost nase pfichozi dité nema.

To znamend, Ze pro celkovy pocet moznosti Py ¢ plati, ze

Pas = Pla-1),(s-1) + - Pa-1),s-

Ale... Kdyz chceme védét, kolik je Fg 3, tak tenhle vzorecek nam
nefekne cislo, jenom nas odkdZe na P52 a na Ps3, jako v té pohadce
o kohoutkovi a slepi¢ce nebo v pisnicce o Lize a Lojzovi, ktery mé pfinést
vodu a nechce se mu. Nebo to tak neni?

Neni! Protoze vzorec¢ek nas sice odkaze na stejny vzorecek, ale s jinymi
parametry d a s. Ty parametry budou stdle mensi a mensi, a na konci
éekd nase zachrannd sit v podobé pravidel:

Pys=0, pros>d
Pys=1, pros=d
Pys=1, pros=1

TakZe mzZeme pocitat od konce a vysledky si zapisovat do tabulky (slou-
pecky odpovidaji hodnoté s, fadky hodnoté d):

123
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Na zac¢atku muzeme vyplnit sloupecek pro s = 1 podle vzorecku-zarazky
Pys=1,pros=1:
2 3

@U’l)-lkool\Db—l|
e

1

Potom jednicky na diagonalu podle vzorecku P; s = 1, pro s = d, a nuly
nad ni podle vzorecku Py s = 0, pro s > d (ale ty bychom ani vyplilovat
nemuseli):

= O (N
_ O O (W

CDUI»&OO[\D)—\|
[ = T N SO SR S

A pak vypliovat nevyplnéna policka podle naseho vzorecku
Pys = Py-1),s-1) + 5 Pa-1),s-

Jenom potfebujeme, abychom hodnoty, na které se vzorecek odvolava,
tedy P(g—1),s—1) (o fadek a sloupec sikmo nahoru a doleva) a Prg_1)s
(o fadek nahoru) uz méli spoétené a vyplnéné.

Takze mlzeme zacit tfeba s P3 5. Kdyz dosadime za d a za s, dosta-
neme:

P3o=Ps_1)0e-1)+T2 - Pa_n2=P1+2 - P2=1+2-1=3

W~ O
—= O O(Ww

@Qﬂﬂkw[\DH|
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A stejné muzeme pokracovat az do konce tabulky, naptiklad po fadcich
shora dolt a kazdy radek zleva doprava:

@OT»JkOJ[\D)—\|

Hodnota, kterd nas zajima, je FPs 3. Pohled do tabulky 1ika, Ze je to 90,
tedy stejny vysledek, jaky vysel pri feSeni tilohy rozborem ptipadt. Je
tu jen jeden rozdil, kdyby se nds ted nékdo zeptal, kolika zptisoby lze
rozdélit tfeba 10 déti do 5 skupin, budeme jen o chvili déle vypliovat
o néco vétsi tabulku, zatimco pri feSeni stejné ulohy rozborem pripadu
by se i znalci kombinatoriky nejspis$ dostali do potizi.

Kdybyste se o takovémto feseni tloh chtéli dozvédét vice, hledejte pod
heslem dynamické programovdni.
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Zamysleni nad jednou ulohou Diofanta

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstract. This is a little note concerning a relation between the area and the
perimeter of a right-angled triangle.

Diofantos Alexandrijsky ve své sbirce tiloh nazvané Arithmetica (viz
napf. [1]) vyzaduje v Sesté kapitole pod ¢islem 22 uréit strany pravo-
uhlého trojthelniku, jehoz obsah je 7 a obvod 12. Snadno se presvédcime,
ze délka jedné z odvésen y takového trojuhelniku musi spliovat kvad-
ratickou podminku 6y? — 43y + 84 = 0 (Diofantos uvadi ekvivalentni
podminku s kladnymi koeficienty 172z = 33622 + 24 pro x = y~ 1),
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