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INFORMATIKA

Triangulace

Stanislav Trdavnicek, PrF UP, Olomouc

Abstract. The method of triangulation used for calculation of the area of a
convex polygon is well known. This article describes a program which at first
detects whether the given polygon is convex and then calculates its area in
two ways, using the method of triangulation.

Nasim dnesnim cilem je pojednat o vypoctu obsahu konvexniho mno-
hothelniku, jsou-li jeho vrcholy zadany soutfadnicemi. Zopakujme si po-
jem , konvexni®. Dany utvar U nazveme konvexnim, pravé kdyz ma tuto
vlastnost: pfi libovolné volbé dvou bodd X, Y ttvaru U obsahuje tento
utvar celou tsecku XY. Na obr. 1 je zobrazen jeden utvar konvexni a
jeden nekonvexni, dalsi vyklad k obr. 1 jisté neni zapotiebi.

Pro vypocet obsahu konvexnich mnohotihelnikt je nejvhodnéjsi me-
todou triangulace (obr. 2). Zvolime jeden bod mnohothelniku, zpravidla
jeden z vrcholti, spojime ho se zbyvajicimi vrcholy a dostaneme v tomto
specidlnim ptipadé n—2 trojuhelniki. Vypocteme obsah kazdého z nich a
obsahy secteme. Pohlédnéme znovu na nekonvexni pétitthelnik na obr. 1.
Kdybychom zvolili za vychozi vrchol ten dolni, stejné jako na obr. 2, pak
by se nam i tento nekonvexni pétithelnik rozdélil na vhodné trojuhel-
niky. Jestlize bychom vsak na obr. 1 za vychozi zvolili horni vrchol ne-
konvexniho pétitithelniku, tak vhodné rozdéleni nedostaneme a v pripadé
mechanického vypoctu podle vyse uvedeného pravidla bychom dostali
nesmyslné ¢islo.

Obr. 1 Obr. 2
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Problém je v tom, Ze na obr. 1 a 2 ty zadané mnohouhelniky vidime,
jestlize jsou vSak vrcholy zadany soufadnicemi a navic, je-li jich vice,
pak nevidime nic a museli bychom se spolehnout, ze zadavatel vrchola
néjak vi, ze jde o vrcholy konvexniho mnohothelniku. Pokud by vsak
tfeba omylem pfehodil poradi u néjakych dvou vrchold, tak by vypocet
obsahu dal opét nesmyslné ¢islo. Proto pred vypoctem obsahu bychom se
meli presvédcit, Ze dany n-uhelnik je skutecné konvexni, a protoze nam
jde o sestaveni vhodného pocitacového programu, musi tuto konvexnost
rozpoznat pocitac.

V z&jmu vétsi ndzornosti provedme vyklad pro pétithelnik. Jsou dany
body A1, As, Az, Ay, As, pfimku A; A; nazveme p;. Piimka p; déli ro-
vinu na dvé poloroviny a je zfejmé, ze pro konvexnost pétitthelniku musi
byt vSechny ostatni vrcholy v téze poloroviné. Na obr. 1 vsak vidime, ze
kdyby pfimka p; byla ddna dolnimi dvéma body, pak by vSechny ostatni
vrcholy lezely v téze poloroviné i pro nekonvexni pétitthelnik, takze p;
jako kritérium nestaci. Nic ndm zatim nebrani, pouzit jako kritérium
vSech pét pfimek danych stranami, tedy

p1 = A1Ay, po=AxA3, p3 = A3As, py=AsAs, ps = As5A;.

Jestlize nékterd z téchto pfimek ma tu vlastnost, ze nékteré ze zbyva-
jicich vrcholi lezi v opaénych polorovinach, pak je dany mnohotihelnik
nekonvexni.

Jako programéatoriim nam muze byt trochu nepiijemny posledni z vy-
psanych piipadid. U vSech predchozich jdou indexy vrcholti pékné po
sobé, ale zde je skok 5 — 1. To programator jisté néjak zvladne, ale po-
divejme se znovu na obr. 1 a v§imnéme si téch dvou ,,vpacenych® stran.
U nekonvexnich mnohotihelnikt totiz vidy existuji alespor dvé strany
urcujici primky takové, ze nékteré vrcholy lezi v opacnych polorovinach.
7Z toho pro néas plyne zjednodusSeni, Ze prosté piipad p; = A5 A; miZeme
vynechat.

Objasnili jsme princip, ted jesté hleddme analytickou podobu uvede-
ného rozhodovani, do které poloroviny patii ktery vrchol. Uvazme nej-
prve pfipad p; = A;A,. Uzitim vzorce zndmého ze Skoly najdeme jeji
rovnici (pro z1 # x3)

_Y2—0n

y_yl_:pQ—xl(x_ml)’

odkud
(y—v1)(x2 —21) — (Y2 —y1)(z — x1) = 0.
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Ozna¢me vyraz na levé strané symbolem F(z,y). Pak plati, Ze pro
vSechny body M|xg,yo] z téZze poloroviny mé vyraz F(M) totéz zna-
ménko; pro body opac¢né poloroviny je znaménko opacné. Pro progra-
movani to znamena, ze po nacteni vsech n zadanych vrcholi vytvorime
v cyklu od k =1 do n—1 vyraz F(z,y) pro vrcholy Ag, Axy1 a v dalsim
cyklu zjistujeme znaménka vyrazu F(x,y) pro vSech zbyvajicich n — 2
vrcholt. Jestlize pro nékterou pfimku Ay Agy1 nejsou znaménka F(z,y)
pro vSechny vrcholy stejnda, neni zadany n-thelnik konvexni a jeho obsah
nepocitame.

Zbyvé otazka, co kdyz napt. x1 = x5. V tomto ptipadé se vyraz F
redukuje na

Fl(z,y) = —(y2 — y1)(x — x1).

Dokéazeme, Ze tento vyraz funguje stejné jako v pripadé z; # xs.
Abychom se vyhnuli trochu nepfijemnému dilkkazu s mnoha pismeny, pro-
vedeme toto zjisténi pro néjakou vhodnou volbu ¢étyt vrcholit A4[0, —2],
As[1,—1], As[1,1], A4]0, 2] konvexniho mnohothelniku (obr. 3). Vypoé-
teme:

pr:Filz,y) = (y+2)1-0)— (-1+2)(z —0) = —x+y+2

p2: Fpfz,yl = (y+ 1)1 -1) -1+ 1)(z - 1) = 2w +2

ps: B3z, yl =(y-1O0-1)-2-1(z-1)=—z—y+2
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Obr. 3

Bod PJ0,0] patfi zvolenému mnohothelniku a vidime, Ze
Fi(P)=2>0, F(P)=2>0, F3(P)=2>0,
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v8echny t¥1 hodnoty jsou kladné (jsou si rovny jen ndhodou). Bod @[3, 0]
je zvolen tak, ze je ve vSech tfech pripadech v opa¢njch polorovinach.
Plati

FI(Q):71<03 FQ(Q):74<03 F3(Q):71<07

znaménka jsou opacna. Vidime tedy, Ze vyraz F' spravné funguje i pro
T = X9g.

Nyni se vénujeme vypoctu obsahu mnohotuhelniku, princip uz jsme
uvedli v souvislosti s obr. 2, takze vime, ze zakladem je vypocet obsahu
trojuhelniku. Uvedeme si dva zptusoby.

1. Rozdily soutadnic pouzijeme jako délky stran pomocngch trojihelniki
a obdélniki.

Zvolme trojuhelnik ABC' (obr. 4) a jeho vrcholy vedme rovnobézky
s osou x i rovnobézky s osou y. Ozna¢me obsah S trojuhelniku ABC
symbolem |ABC| a podobné i dalsi obsahy. Pak plati

|ABC| = |APC| + |RBC| + |PQBR| — |AQB|,

coz vyjadreno v soufadnicich dava

1 1
S = 5(553 —x1)(ys —y1) + 5(1172 —x3)(ys — y2) +
1
+ (w2 — 23) (Y2 — v1) — §($2 —21)(y2 — 1) =
1
= 5[553(213 —y1) —x1(ys — y1) + z2(ys — y2) — x3(ys — y2) +
+2x2(y2 — 1) —2w3(y2 —y1) — 22(y2 —y1) + z1(y2 — 1)) =
1
= 5[953(313 —y1—Ys+ Y2 — 202+ 2y1) —x1(ys —y1 + 1 — y2) +
+22(ys — Y2+ 202 — 2p1 —y2 + 1) =
1
= 5[551(212 —y3) +x2(ys — 1) + x3(y1 — ¥2))-

Tato hodnota je vSak zavisla na orientaci vrchold trojihelniku, muze vy-
jit i zadporné (proto je pouzit zapis s S’), takze musime vzit jeji absolutni
hodnotou S = |5’|, takZe vysledny vzorec je

S = %[x1(y2 —y3) +22(ys — 1) + 23(v1 — y2)]| -
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2. Pro vypocet obsahu trojihelniku vyuZijeme vzorec S = %ab sin 7.

— — .
Ozna¢me u = AB, v = AC. Pak plati u-v = |u] - |v| - cos a, kde a je

velikost tthlu pii vrcholu A. Odsud
u-v

v’

Uhel a mtize byt i tupy, pak je kosinus zaporny, ale sinus je i v tomto
pripadé kladny, takZze mtizeme opravnéné pouzit k vypoctu sinu vzorec

sina = /1 — cos? a. Tedy
sina = 1_<u-v>2 VI v = (- v)”

jul - |v| |ul - v |

Hledany obsah trojuhelniku ABC je pak

cosa =
ul -

uf? - [v]? —
S=2ul-| \/ \/\UI2 [v]? = (u-v)?
2 lul - |v |

Abychom mohli porovnat tyto dva zpisoby vypocétu obsahu mnoho-
thelniku, vytvorime cviény pocitacovy program, ktery provede vypocet
obéma zplisoby. ProtoZze chceme jen ovérit zjistovani konvexnosti a vypo-
¢et obsahu, zvolime program co nejjednodussi, nebudeme napi. provadét
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zadné kontroly, samoziejmé s vyjimkou kontroly konvexnosti, ktera sou-
¢asné ovéruje, ze vrcholy jsou zadavany ve spravném poradi.

Vstupni data uloZime do textovych soubort se jménem DATA-X.txt,
kde X je ¢islice nebo jiny znak, ktery pak zadame po spusténi programu.
Na kazdém tadku je dvojice souradnic x a y oddélena mezerou a vrcholy
zadévame postupné bud s kladnou nebo zdpornou orientaci.

Priklady:

Data-1 Data-2

-1 -1 -3 -2.5
3 -3.4 2.5 -1
4.6 3 3 2
1 4.2 -1 2

-1 2 0 0

V souboru Data-1 jsou zadény vrcholy konvexniho pétithelniku, v sou-
boru Data-2 pétitthelniku nekonvexniho.

program MnohoUh;
uses Crt;

var
I, J, N: Integer; S1, S2: Real;
X, Y: array [1..20] of Real;
Fil: Text; T: Boolean;
Cis: Char; Jmeno: string;

function SGN(A: Real): Integer;
var P: Integer;

begin
P := 0;
if A > O then P 1;
if A < O then P := -1;
SGN := P

end; {SGN}

procedure Test(Il: Integer); {test konvexnosti}
var J1, K: Integer; F: Real;
begin
K :=0; J1 :=0;
repeat
Inc(J1);
if (J1 <> I1) and (J1 <> I1+1) and (T = true) then
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begin

F := (Y[J1] - Y[I1])*(X[I1+1] - X[I1]) -
(Y[I1+1] - Y[I1]) = (X[J1] - X[I1]);
if (K = 0) and (F <> 0) then K := sgn(F)
else if (F = 0) or (sgn(F) <> K) then T := false
end
until (J1 = N) or (T = false)
end; {Test}

function Mod2(IM: Integer): Real; {druhd mocnina modulu}
var M: Real;

begin
M := Sqr(X[IM] - X[11) + Sqr(Y[IM] - Y[11);
Mod2 := M

end; {Mod2}

function SkSou(IS1,IS2: Integer): Real; {skaldrni soucin}
var SS: Real;
begin
SS := (X[IS1] - X[11) = (X[Is2] - X[11) +
Y[Is1] - Y[11) * (Y[IS2] - Y[11);
SkSou := SS
end; {SkSou}

begin  program

ClrScr; WritelLn;

WriteLn(’ Obsah mnohothelniku’);

WritelLn;

Write(’ Cislo vstupniho souboru: ’);

ReadLn(Cis);

Jmeno := ’Data-’+ Cis + ’.txt’;

Assign(Fil, Jmeno) ;

Reset (Fil);

N := 0;

repeat {nac¢teni vrcholu}
Inc(N);
ReadLn(Fil, X[N], Y[N])

until EOF(Fil);

close(Fil);

T := true; I := 0;
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repeat
Inc(I);
Test (I) {test konvexnosti}
until (I = N - 1) or (not T);
if T then
begin {vjpocet obsahu}
S1 :=0; S2 :=0; J :=1;
repeat
Inc(J);
S1 := S1 + (X[11*(Y[J] - Y[J+11) + X[JI=(Y[J+1] -Y[1D)
+ X[J+11x(Y[1] - Y[J1)) / 2;
82 := S2 + Sqrt(Mod2(J) * Mod2(J+1)
- SkSou(J,J+1)* SkSou(J,J+1)) /2;
until J =N - 1;
Writeln;
Writeln(’ Obsah zadaného ’,N,’dhelniku: ’);
WriteLn(’ 1. metodou: ’,Abs(S1):5:3);
WriteLn(’ 2. metodou: ’,S2:5:3)
end else
begin
WriteLn;
WriteLn(’ Zadany ’,N,’dhelnik neni konvexni.’)
end;
Writeln;
ReadLn
end. {program}

Na obr. 5 a 6 je znazornén vysledek zpracovani zadanych dvou dato-
vych soubort.

Obsah mnohothelniku Obsah mnohothelniku
Cislo vstupniho souboru: 1 Cislo vstupniho souboru: 2

Obsah zadaného 5uhelniku: Zadany 5thelnik neni konvexni
1. metodou: 28.280
2. metodou: 28.280

Obr. 5 Obr. 6
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