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MATEMATIKA

Fraktaly a necelociselné dimenze

Pavel Provinsky, CVUT Praha

Abstract. This article reveals some interesting facts about fractals and explains
how it is possible that their dimension does not have to be a whole number.
We will show that calculating the fractal dimensions can be very simple.

Uvod

Zcela zietelné se pomatuji na tu Sokujici hodinu matematiky. Bylo
to na zakladni skole a opakovali jsme obsahy a objemy téles a utvaru.
A pak, pfed zvonénim, naSe skvéld matikarka poznamenala, Ze ¢tverec je
dvourozmérny a jeho obsah je S = a2, krychle je t¥irozmérns a jeji objem
je V. = a3. ,A ted si pfedstavte,“ pokradovala, ,%e matematici uméji
pocitat i ve vice rozmérech. A takova, tfeba desetirozmérnd, krychle ma
objem V = a!%.“ To tedy bylo néco! Najednou jsem si misto banélnich
téles snazil predstavit desetirozmérnou krychli. Tenkrat mé pani ucitelka
zaujala a néjak mi to vydrzelo 1éta.

O pér let pozdéji mi kamarad predvadél svoje Atari. A poznamenal,
ze krajina v jakési hie je tvofena pomoci fraktala. ,,Co to je?“ zeptal
jsem se. ,Ale, to je takova matematické vécicka, kterd mé dimenzi tieba
dva a pul.“ ,,Co je to za nesmysl?! Jak by néco mohlo mit dimenzi dva
a pul?“ chtél jsem védét. Kamarad mi to ale nevysvétlil a odpovéd jsem
zjistil az po mnoha letech.

Tento prispévek pisi proto, aby ten, kdo si jej precte, védél, jak mize
mit néco dimenzi dva a pul.

Co je to fraktal

Tak nejprve, co je to fraktal. Piedstavme si, Ze jsme kosmonauti v ra-
keté a priblizujeme se k néjaké kiivce. Napriklad k sinusovce. Nejprve
vidime mnoho vlnek, pak jen jednu, pak jen kousek vlnky a pii hodné
blizkém pohledu je vlastné ten kousek sinusovky k nerozeznani od uplné
obycejné primky. Kfivka se nam pii zvétsovani stala banalni.

Fraktalem nazveme takovy objekt, ktery se pfi zvétSovani bandlnim
nestane. A muze to byt kiivka, ploSny obrazec, trojrozmérné téleso nebo
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také chomac¢ izolovanych bodt. Predstavme si napf. néjaky ostrov pri
pohledu z letadla. Zfetelné vidime jeho obrysy. Jak tak letadlo pada,
rozeznavame najednou nové zalivy a mysy, kterych jsme si pfedtim ne-
vsimli. Pak zpozorujeme, jak more obtéka jednotlivé skaly, kameny, zrnka
pisku. Predstavme si, ze toto zvétSovani by Slo do nekonecna a obraz,
ktery bychom vidéli, by byl porad zhruba stejné slozity.

Pokud si néco takového dokazete stézi predstavit, doporucuji shléd-
nout video [1]. Animace poc¢itd stéle detailnéjsi pohled na Mandelbro-
tovu mnozinu (asi nejznaméjsi fraktdl). Kazdou sekundu se obraz zvétsi
zhruba dvakrat. Za deset minut tak dosdhneme zvétSeni cca 10%%°. Pro
porovnani — timto tempem bychom se z pozorovani celé viditelné oblasti
vesmiru (cca 2,5-10%¢ metru) dostali na troveti kvarku (cca 10718 metru)
za zhruba minutu a t¥i ¢tvrté. Animace tak predvadi podstatné , hlubsi“
pohled a obraz se pfitom banalnim nestava ani nahodou.

,» Termin fraktdl pouzil poprvé matematik Benoit Mandelbrot v roce
1975. Pochéazi z latinského fractus — rozbity.“ [2]

Sam Mandelbrot se vyhnul zavadéni obecné definice fraktalu a spise
jen fraktaly charakterizoval:

1. Jde o objekty slozité, jejichz slozitost se vyznamné neméni pfi libo-
volném zvétseni.

2. Jde o objekty sobépodobné. Pti libovolném zvétsovani nachazime po-
dobnost mezi malymi detaily, vétSimi detaily a celkem. Tato podob-
nost miize byt geometricka ¢i t¥eba jen statisticka.

3. Tyto objekty mizeme charakterizovat necelo¢iselnou dimenzi nebo di-
menzi neodpovidajici jejich dimenzi topologické. Dva ttvary maji stej-
nou topologickou dimenzi, je-li mozné vzajemné jednoznacné a spojité
zobrazeni mezi nimi. Kfivka, kterd v néjakém smyslu husté zapliuje
¢ast roviny, muze mit dimenzi mezi jednickou a dvojkou. Hodné zmac-
kané plocha pak mize mit dimenzi mezi dvojkou a trojkou. A fraktalni
prach na pfimce mize mit dimenzi mezi nulou a jednickou.

A k ¢emu mohou byt fraktaly dobré? Citujme samotného Mandel-
brota [3, s. 6]: ,,Jak méFit hrubost ¢i prchavost burzovnich éasovych fad,
byt jen s cilem realisticky vyhodnocovat finanéni rizika? Jak zméfit po-
brezi Bretané? Jak charakterizovat tvar pobfezi, feky, povodi ¢i hranice
vodni nddrze, at uz v kontextu hydrauliky ¢i dynamickych systéma? Jak
stanovit rychlost vétru za boufe? Jak mérit a srovnavat drsnost a hru-
bost obycejnych predmétt, jakymi jsou naptiklad rozbity kamen, svah,
hora nebo kus starého Zeleza? Jaky tvar mé oblak, plamen ¢i svar? Jaka
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je hustota galaxii ve vesmiru? Jak se méni aktivita internetové sité? Na
vSechny tyto otazky dala prvni uspokojivé odpovédi fraktalni geometrie.

Neceloédiselné dimenze

Jak viibec muzeme uvazovat necelociselnou dimenzi? Predstavme si
né&jakou usecku. Zvétseme ji nyni dvakrat. Usecka je jednorozmérna a
jeji délka vzrostla 2'krat. ZvétSeme nyni dvakrat ¢tverec. Ctverec je
dvourozmérny a jeho obsah vzroste 22krat. A kdyz dvakrat zvétsime
trojrozmérnou krychli, zvétsi se jeji objem 23krat. O ttvaru, jehoZ mira
se zvétsi 2Pkrat, miZeme ¥ici, Ze mé& dimenzi D.

Pouzijme nyni tuto tivahu k vypoctu dimenze naseho prvniho fraktalu,
von Kochovy vloéky (obr. 1, pfevzat z [4]).

/NTIE
B33

Obr. 1: Prvnich Sest iteraci von Kochovy vlocky

MizZeme si to prestavit tak, Ze jsme schopni vidét trojuhelniky o strané
jedna, coz je velikost pavodniho trojuhelniku. P¥i trojnasobném zvétseni
pak uvidime i trojuhelniky druhé generace, pak tieti atd.

Jaka je fraktalni dimenze von Kochovy vlocky? Kazdym krokem se
obrézek zvétsi 3krat. Jeho obvod ale vzroste 4krat. (Objevuji se nové
trojahelniky. Prvn{ obrdzek mé obvod 3, druhy 12, tfeti 48, ...). Frak-
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talni dimenzi von Kochovy vlocky tedy spoéteme z rovnice 3P = 4 a
ziskdme vysledek D = logz4 = 1,261 86 [3, s. 30-31].

Pojmem Peanovy kfivky se oznacuji k¥ivky, které zcela vypliuji ¢tve-
rec. Pivodni Peanova kfivka je naznadena na obr. 2 (ptevzat z [5]). Cisla
udavaji poradi obihani. Vidime, Ze kfivka méa nekoneéné mnoho dvoji-
tych boda.

3 —
12549 | ]
o 1 |
te3
7

Obr. 2: Prvni ¢tyfi iterace ptivodni Peanovy krivky

Pr1i kazdém trojnasobném zvétseni je kazdéa ptivodni tisecka nahrazena
deviti novymi tseckami. Tedy 3P =9, tedy D = 2. To souvisi s tim, e
kfivka zcela zapliuje plosny utvar.

Pojem fraktalni dimenze je matematicky precizovan nékolika zpisoby.
Asi nejznaméjsi je Hausdorffova—Besicovitchova dimenze. Ruzné frak-
talni dimenze mohou davat rizné hodnoty.

U pfirodnich objektt nemiZeme fraktalni dimenzi spocitat, mazeme ji
pouze piiblizné zmérit. Napiiklad podle map v riznych méfitcich (tab. 1,
prevzata z [6]).

Pfirodni objekt Odhad fraktalni dimenze
pobtezi 1,26

povrch mozku ¢lovéka 2,76

neerodované skaly 2,2-2,3

obvod 2D prumétu oblaku |1,33

Tab 1: Odhad fraktalni dimenze pfirodnich objekt

Fraktalné vSsak muzeme modelovat naptiklad i takové véci, jako je
Brownuv pohyb (obr. 3, pfevzat z [7]). Obrazek vznikal tak, Ze se v pra-
videlnych intervalech vynasela poloha castice. Néasledujici polohy pak
byly uméle spojeny tseckou.
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Obr. 3: Browntv pohyb

Pokud bychom pozorovaci intervaly vyznamné zkratili, jednotlivé
useCky bychom nahradily opét Brownovym pohybem. Celkova délka
k¥ivky by tak vzrostla. V matematickém modelu by pak v limité byla cel-
kova délka krivky nekonecna. Po spocteni vychazi fraktalni dimenze této
kivky D = 2. I tato kfivka v jistém smyslu vyplituje plochu [3, s. 48].

Jak dimenzi Brownowa pohybu spo¢itat? Reknéme, ze mame Brow-
niv pohyb zaznamenany po sekundach. My vsSak chceme zéznam po
ptlsekundéach. Kazda tsecka se tedy zméni na dvé mensi Gsecky. Necht
se timto zvétsila délka kiivky k-krat. Primérna délka usecky se timto
g—krét zmensila. Pokud chceme, aby pramérné délka tsecek byla stejna
jako ptivodné, musime obraz %—krét zvétsit. Délka kiivky tim bude
k-2 = 2-krat vétsi. Tedy
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¢ili
1

- 1—logy, k’

Vypoctem, ktery presahuje obtiznost tohoto ¢lanku, bylo zjisténo, ze
k = /2. Fraktalni dimenze Brownova pohybu je tedy D = 2.

Zaveér

Prosli jsme si tii piiklady vypoctu fraktalni dimenze. Fraktaly vsak
nabizejl mnohé dalsi potéseni jak intelektudlni, tak Cisté estetické. Pro
zdjemce mohu doporudit pozoruhodny seridl Pavla Tisnovského Fraktaly
v pocitacové grafice [8]. Pokud by nékdo chtél tvorit fraktaly vlastni,
doporucuji freeware program Fractint [9]. Na vytvofeni vlastniho priletu
fraktalni mnozinou je tu program Xaos [10].
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