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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Kolik déliteli ma prirozené Cislo?

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article deals with the number of divisors of an integer. The
formula for this number is derived and it is used in examples.

Na tvod si osvézime nékolik poznatki tykajicich se délitelnosti pfiro-
zenych Cisel, které budeme potfebovat. Délitelem prirozeného ¢isla n je
takové prirozené ¢islo m, pro které plati n = km, kde k je pfirozené cislo.
Kazdé prirozené ¢islo n > 1 mé aspori dva délitele, kterymi jsou uvazo-
vané ¢islo n a cislo jedna; fikdme o nich, Ze to jsou samoziejmi délitelé
¢isla n. Prirozené ¢islo n > 1, které ma pouze samoziejmé délitele, se
nazyva prvocislo. Kazdé ptirozené ¢islo n > 1 se da vyjadiit jako soucin
prirozenych mocnin prvocisel; toto vyjadieni je tzv. prvociselny rozklad
¢isla n. Pomoci prvociselného rozkladu odvodime v nasledujicich radcich
vzorec pro pocet vSech déliteld libovolného piirozeného ¢isla n > 1.

U pfirozenych cisel, kterad nejsou prilis velka, ur¢ujeme pocet délitelu
obvykle jejich vyctem. Napft. ¢islo 12, jehoz prvociselny rozklad méa tvar
22 . 3, ma Sest déliteld, a to

1,23 2-2=4,2-3=6,2-2-3=12.

Podobné zjistime, Ze &islo 54, jehoz prvoéiselny rozklad mé tvar 2 - 33,
ma déliteld osm, a to

1,2 3, 2-3=6,3-3=9,3-3.2=18, 3-3-3=27, 2-3-3-3 =54

Tento zptisob urceni poc¢tu déliteltt neni u vétsich prirozenych cisel
prilis vihodny. Vypsat napt. vSechny délitele ¢isla 110 250 by vam trvalo
asi dost dlouho, nebot — jak v zdvéru tohoto ¢lanku uvidime — jich je 72.
Pokusime se proto najit jiny zpusob.

Uvédomme si nejprve, jak ziskdme vsechny délitele pfirozeného ¢isla
n = p*, jehoz prvoéiselny rozklad je tvofen mocninou jediného prvo-
¢isla p; jeho déliteli jsou ziejmé ¢isla 1, p, p2, p°, ..., p*~ 1, p*, kterjch
je celkem k + 1.
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Jak ziskdme vSechny délitele ¢isla n = p¥ - pi*, jehoz prvoéiselny roz-
klad je tvofen soucinem mocnin dvou prvocisel p1, p2? Uvédomime-li si,
7e kazdy délitel tohoto ¢isla vznikne jako soucin kazdého délitele &isla p¥,
kterych je k + 1, s kazdym délitelem cisla p5*, kterych je m + 1, snadno
podle pfedchoziho zjisténi usoudime, Ze pocet délitelil cisla n je roven
soufinu (k4 1)(m +1).

Iustrujme tuto tvahu na piikladu é&sla 36 = 22 - 32. Délitelé ¢isla 22
jsou &isla 1, 2, 22, délitelé &isla 32 jsou &isla 1, 3, 32; vechny délitele &isla
36 dostaneme vynasobenim kazdého délitele &isla 32 kazdym délitelem
¢isla 22

sou¢inem kazdého délitele ¢isla 32 a ¢&isla 1 vzniknou ¢isla

1-1=1,3-1=3,32-1=09,

sou¢inem kazdého délitele ¢isla 32 a ¢isla 2 vzniknou éisla

1-2=2,3-2=6,32-2=18,

sou¢inem kazdého délitele ¢isla 32 a é&isla 22 vzniknou ¢isla

1-22=4,3-22=12, 3%2.22 = 36.

Odtud je vidét, ze pocet vsech délitelu ¢isla 36 je roven ¢islu 3-3 = 9.

Vratme se k vySe uvedenému ¢islu 12 = 22 -3 = 22 . 3! a vSimnéme
si, Ze pocet jeho délitelt urcenych vyétem je vskutku (2+1)(1+1) = 6;
také u &isla 54 = 2 - 33 = 2! . 3% d4vaji oba zpiisoby uréeni poctu jejich
délitelt stejny vysledek, nebot 8 = (141)(3+1). Chceme-li napt. védét,
kolik délitelét ma &islo 6 125, jehoZ prvoéiselny rozklad ma tvar 53 - 72,
bez velké ndmahy zjistime, Ze jich je (3 +1)(2+ 1) = 12.

Vysledek, ktery jsme odvodili pro pfirozené cislo, jehoz prvociselny
rozklad je sou¢inem mocnin dvou prvocisel, se da zobecnit na ptipad
prvociselného rozkladu s jakymkoli po¢tem prvocisel. Dostaneme vétu:

Pocet vsech déliteli prirozeného cisla n, jehoZ prvociselny rozklad je
ddn vjrazem p¥t-phz.. . pkm  je roven soucinu (ky4+1)(ka+1) . .. (km+1).

Na zavér jesté zbyva urcit slibeny pocet délitelu ¢isla 110 250. Protoze
prvoéiselny rozklad tohoto é&isla je soucéin 2-32-53- 72, pro podet s viech
jeho déliteld plati: s =2-3-4-3 =72.
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