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SOUTEZE

64. rocnik Matematické olympiady,
tlohy domaciho kola kategorie P

Ulohy P-I-1 a P-I-2 jsou praktické, vasim tkolem v nich je vytvo-
it a odladit efektivni program v jazyce Pascal, C nebo C++. ReSeni
téchto dvou tloh odevzdavejte ve formé zdrojového kédu pres webové
rozhrani p¥istupné na strance http://mo.mff.cuni.cz/submit/, kde také
naleznete dalsi informace. Odevzdana feseni budou automaticky vyhod-
nocena pomoci pripravenych vstupnich dat a vysledky vyhodnoceni se
dozvite kratce po odevzdani. Pokud vas program neziskd plny pocet
10 bodt, muzete své feSeni opravit a znovu odevzdat.

Ulohy P-I1-3 a P-I-4 jsou teoretické. V tloze P-I-3 je vasim tikolem na-
lézt efektivni algoritmus Fesici zadany problém. ReSeni tlohy se sklada
z popisu navrzeného algoritmu, zdivodnéni jeho spréavnosti (funkénosti)
a také odhadu casové a pamétové slozitosti. Soucésti feseni tlohy P-I-3
je 1 zapis navrzeného algoritmu ve formé zdrojového kédu nebo pseudo-
kédu. V tloze P-1-4 je potfeba popsat pozadovanou magickou sif a do-
kézat, Ze spliiuje zadané vlastnosti; pokud pozadované sit neexistuje, je
nutné jeji neexistenci zd@ivodnit. ReSeni obou teoretickych tiloh odevzda-
vejte ve formé souboru typu PDF pres vyse uvedené webové rozhrani.

Reseni vSech tloh mtZete odevzdéavat do 15. listopadu 2014. Opra-
vena feSeni a seznam postupujicich do krajského kola najdete na webo-
vych strankdch olympiddy na adrese hitp://mo.mff.cuni.cz/, kde jsou
také k dispozici dalsi informace o kategorii P.

P-1I-1 Mezery

Textové editory a obdobné programy pro pfipravu textt se snazi, aby
jimi vytvorené texty vypadaly esteticky co nejlépe. Podivate-li se napii-
klad na toto zadani, v§imnete si, ze konce vSech fadki v odstaveci kromé
posledniho jsou zarovnané presné pod sebou. Aby toto bylo mozné, ne
vS8echny mezery maji stejnou s$ifku. Je ovSsem nezadouci, aby na nékte-
rém fadku byly mezery pfilis siroké nebo naopak prilis uzké. Proto muze
byt vhodné také zménit zalomeni fadkt. Editory samoziejmé berou do
uvahy i dalsi moznosti a omezeni (rozdélovani slov, fadek by nemél kon-
¢it predlozkou apod.), kterymi se ale pro ucely této tlohy nebudeme
zabyvat.
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SOUTEZE

Soutézni uloha
Je zadan odstavec textu. Urcete jeho rozdéleni na radky tak, aby
velikosti mezer byly co nejblizsi jejich optimalni hodnoté.

Format vstupu

Vstupem je posloupnost slov (sloZenych pouze z malych a velkych
pismen latinské abecedy) oddélenych mezerami ¢i konci fadkt. Kazdy
radek obsahuje nanejvys 200 znaku, kazdé slovo ma nejvyse 29 pismen.
Cely text ma nejvyse 100000 slov.

Format vystupu

Vystupem je posloupnost vstupnich slov ve stejném potadi, liSici se
pouze rozlozenim na fadky. Délka kazdého radku vystupu smi byt nej-
vyse 60 znaku (vCetné mezer) a na kazdém radku kromé posledniho musi
byt alespon dvé slova.

Bodovani

Pokud vase feseni neskon¢i pro néktery z testovacich vstupa v ¢asovém
limitu ¢i jeho vystup nesplnuje dané podminky, neziska za tento testovaci
vstup zadné body. Jinak pro kazdy ifadek vystupu kromeé posledniho
ur¢ime $ifku mezer timto zptisobem (ktery predpoklada, ze délka fadku
je 60 a vSechna pismena maji stejnou $itku 1):

60 — pocet pismen na Ffadku

sitka mezer = = —
pocet slov na fadku — 1

Daéle uréime chybu fadku timto zptisobem (za kaZdou mezeru zapodi-
tame druhou mocninu jeji odchylky od optiméalni $itky 1; diky pouziti
druhé mocniny podstatné vice penalizujeme neesteticky vypadajici velké
mezery): chyba = (pocet slov na fddku — 1) - (3ifka mezer — 1)2. Chyba
celého odstavce je soucet chyb jeho radkid. Vase feSeni pak za tento tes-
tovaci vstup obdrzi

1 + chyba optimalniho feseni .
bodd.

1 + chyba vaseho feSeni

Body za vsech 10 testovacich vstupd pak seCteme a vysledek zao-
krouhlime na nejblizsi celé ¢islo.

V sedmi z testovacich vstupti bude mit text nejvyse 1000 slov. Ve
tfech z nich bude mit optimalni feSeni nejvyse 5 radk.
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Piiklad

Pro vstup

Lorem ipsum dolor sit amet consectetur adipiscing elit Morbi sed ullamcorper
mi quis pretium diam Praesent volutpat at dolor nec mollis Praesent at odio
non metus ornare egestas Nullam justo libero luctus vitae tortor vel posuere
laoreet nisl Nunc tincidunt felis sed purus tristique a venenatis leo auctor
Nam vel ultrices enim nec mattis erat Vestibulum vestibulum urna quis
convallis accumsan sapien tortor aliquet massa a mattis ipsum lorem eget
tellus Praesent sollicitudinidorcivenenatis pulvinar Aliquam vitae
ullamcorper diam

je optiméalni nésledujici vystup:

Lorem ipsum dolor sit amet consectetur adipiscing elit Morbi
sed ullamcorper laoreet nisl Nunc tincidunt felis sed purus
tristique a venenatis leo auctor Nam vel ultrices enim

nec mattis erat Vestibulum vestibulum urna quis convallis
accumsan sapien tortor aliquet massa a mattis ipsum lorem
eget tellus Praesent sollicitudinidorcivenenatis pulvinar
Aliquam vitae ullamcorper diam

Jeho prvni fadek méa 8 mezer délky 1.000, druhy mé 8 mezer délky 1.125,
treti ma 8 mezer délky 1.750, ¢tvrty mé 7 mezer délky 1.429, paty ma
8 mezer délky 1.375 a Sesty (tedy pfedposledni) mé 4 mezery délky 1.750.
Celkova chyba tedy je

8-0.000% +8-0.12524+8-0.750% +7-0.429% +8-0.375% +4-0.750% ~ 9.286.

Naproti tomu vyda-li vase feseni vystup

Lorem ipsum dolor sit amet consectetur adipiscing elit Morbi
sed ullamcorper laoreet nisl Nunc tincidunt felis sed purus
tristique a venenatis leo auctor Nam vel ultrices enim nec
mattis erat Vestibulum vestibulum urna quis convallis
accumsan sapien tortor aliquet massa a mattis ipsum lorem
eget tellus Praesent sollicitudinidorcivenenatis pulvinar
Aliquam vitae ullamcorper diam

s celkovou chybou 12.111 (prvni fadek 8 mezer délky 1.000, druhy 8 me-
zer délky 1.125, tfeti 9 mezer délky 1.222, ¢tvrty 6 mezer délky 2.167,
paty 8 mezer délky 1.375 a Sesty 4 mezery délky 1.750), ziskd za néj
0.785 bodu. Kdyby stejné tspésné fesilo vsech 10 testovacich vstupi,
ziska 8 bodu.
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P-I-2 RusSeni stanic

Radni v Kocourkové fesi problém, pro¢ jsou posledni dobou obyva-
telé mésta tak bledi. Napadlo je, ze za to muze nedostatek slunicka.
Proto se rozhodli, Ze zrusi ve mésté metro a lidé budou nuceni stravit
vic ¢asu venku. Aby vsak zména nebyla pro obyvatele prili§ nahla, roz-
hodli se, Ze budou metro rusit postupné po jednotlivych stanicich. Navic
by chtéli, aby zbyla sif metra i po zruseni nékolika stanic ztistala souvisla
— tedy aby se mezi kazdymi dvéma zbylymi stanicemi bylo mozné dopra-
vit (tfeba i s nékolika pfestupy), aniz by bylo potfeba projet zrusenou
stanici. Pomtzete radnim rozhodnout, v jakém poradi maji rusit stanice
metra?

Soutézni dloha

Je zadéna souvisld sit metra s N stanicemi oc¢islovanymi od 1 do N
a s M obousmérnymi linkami mezi nékterymi dvojicemi stanic. Vypiste
¢isla vSech stanic v poradi, ve kterém by bylo mozné je ze sité postupné
odebirat, aniz by zbyvajici sit v kterémkoli okamziku prestala byt sou-
visla.
Format vstupu

Program c¢te vstupni data ze standardniho vstupu. Prvni fadek obsa-
huje dvé cela ¢isla N, M oddélend mezerou (N > 1, M > 0), udédvajici
po fadé pocet stanic a pocet linek v siti. Kazdy z nasledujicich M radkua
obsahuje dvé cela ¢isla od 1 do N, udavajici dvojici stanic, které jsou
spojeny linkou. Mtzete predpokladat, ze zadna linka se ve vstupu neob-
jevi dvakrat a zadna stanice neni spojena sama se sebou.

Format vystupu

Program vypiSe na standardni vystup jediny fadek. Na ném bude N
mezerami oddélenych ¢isel udévajicich poradi, v jakém maji byt stanice
odstranény. Pokud je vice moznych feSeni, vypiste libovolné z nich.
Priklady
Vstup: Vystup:
5 4 12345

w N =
W N

45

Dalsi mozna feseni jsou napf. 5 4 3 2 1,5 1 4 2 3nebol 2 5 3 4.
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Vystup:
1453726

=
s
S

DN OO WN OO -~ N
N NN WO
N

Uvedeny vystup je jednou z mnoha spravnych odpovédi.

Bodovani

Plnych 10 bodt obdrzi spravné feseni, které efektivné vytesi libovolny
vstup s N < 1000000 a M < 10000000. Az 5 boda ziska spravné reseni,
které efektivné vyresi libovolny vstup s N <1000 a M < 10000.

P-1-3 Ztraceny paket

Pri prenosu velkych souborti po siti je nutné je rozdélit na mensi
kusy (pakety), které jsou dorucovany samostatné. Pii dorucovani neni
zaruCeno zachovani potradi paketi. Aby je pfijimajici pocita¢ dokézal
spravné spojit, pakety jsou ocislovany od 1 do n dle poradi, v jakém po
sobé nasleduji v souboru.

Na prijimajici pocitac¢ zatim dorazilo n — 1 z n odeslanych paketi,
jeden se tedy ztratil. Abychom mohli odesilajici pocita¢ pozadat o jeho
znovuzaslani, potfebujeme urcit ¢islo tohoto ztraceného paketu. Prijaté
pakety jsme zatim neméli ¢as nijak zpracovat, mame je pouze ulozeny na
disku v poradi, v jakém dorazily. Paketti je mnoho, nemiiZzeme si proto
vBechna jejich ¢isla ulozit do paméti. Cteni dat z disku je oviem pomalé
a chceme jej minimalizovat.

Format vstupu

V&as program cte data ze vstupniho souboru pakety.txt. Na jeho
prvnim fadku je pfirozené ¢islo n (1 < n < 1000000000). Na kazdém
z n—1 nésledujicich fadku je jedno pfirozené ¢islo v rozsahu 1 az n véetné,
udavajici ¢islo paketu. Kazdé ¢islo paketu se v souboru vyskytuje nejvyse
jednou, poradi c¢isel paketd ve vstupnim souboru miize byt libovolné.
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Format vystupu
Vystupem je prirozené ¢islo v rozsahu 1 az n vcetné, které se nevy-
skytuje mezi Cisly paketd ve vstupnim souboru.

Priklad

Vstup: Vystup:
6 3

2

4

1

6

5

Bodovani

Prijatelna jsou pouze TeSeni, jejichz proménné na bézném pocitaci
pouzivaji nanejvy$ 10 kB paméti (do tohoto limitu se poéitd i dyna-
micky alokovand pamét a zdsobnik navratovych hodnot v rekurzivnich
programech; naopak se do néj nepocitaji vnitini proménné standardnich
knihoven apod.).

Plnych 10 bodt obdrzi takové feseni, které piecte vstupni soubor
pravé jednou a nepouziva zadné dalsi pomocné soubory. Az 7 bodu muize
obdrzet feSeni, které pfecte vstupni soubor (¢i pomocné soubory srov-
natelné velikosti) nejvyse 300krat. Libovolné jiné pfijatelné feSeni mize
obdrzet az 4 body.

P-I-4 Magicka sif

K této tloze se vztahuje studijni text uvedeny na nasledujicich stra-
nach. Doporucujeme nejprve prostudovat studijni text a az potom se
vratit k samotnym soutéznim tloham.
Soutézni dloha

Ukol 1: Necht NAE(z,y, z) je omezeni predepisujici, Zze proménné , y a z
nemaji vSechny stejnou hodnotu. Necht ONE(z) je omezeni predepisujici,
7e proménnd r mé hodnotu 1. Naleznéte sit, pouzivajici pouze omezeni
typu NAE a ONE, kterd simuluje OR.

Ukol 2: Naleznéte sif, pouzivajici pouze omezeni typu NAE, ktera simu-
luje EQ(a, b), kde a a b jsou navzajem rzné proménné.

Ukol 3: Ukazte, Ze pomoci NAE nelze simulovat OR.
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Studijni text

Magickd sit se skladd z omezeni a promeénnych. Kazdd proménnd
muze nabyvat hodnot 0 nebo 1. Omezeni pak piedepisuji podminky,
které ohodnoceni proménnych musi splitovat. Napf. omezeni XOR(z, y, 2)
predepisuje, Ze z proménnych x, y a z jich lichy pocet musi mit hodnotu 1,
omezeni OR(z,y, z) predepisuje, ze alespoii jedna z x, y a z musi mit
hodnotu 1, omezeni EQ(x,y) pfedepisuje, Zze x a y musi mit stejnou
hodnotu, a podobné. Proménné se v jednom omezeni mohou opakovat.

Nékteré z proménnych jsou vstupni a mizeme jim nastavit konkrétni
hodnotu. Po seslani prislusného zaklinadla se pak ostatnim proménnym
nastavi takové hodnoty, aby vSechna omezeni byla splnéna. Pokud zadna
takova volba hodnot neexistuje, zaklinadlo nas na to upozorni. V prvnim
pripadé fikdme, ze magickd sit zadany vstup prijimd, ve druhém ho
odmitd. Magickd sit simuluje omezeni O, jestlize pfijimé pravé stejné
hodnoty proménnych jako omezeni O.

Piiklad 1: Magickou sit zapisujme jako seznam typid omezeni, k nimz
do zévorek budeme pripisovat proménné, na které jsou aplikovany. Sit
XOR(a, b, ¢), XOR(b, ¢, d) tedy vynucuje, zZe lichy pocet z proménnych a,
b a ¢ ma hodnotu 1 a Ze lichy pocet z proménnych b, ¢ a d méa hodnotu 1.

Necht a a d jsou vstupni proménné této sité. Jestlize a mé hodnotu 0,
pak pravé jedna z proménnych b a ¢ musi mit hodnotu 1, a proto d musi
mit hodnotu 0. Naopak, mé-li @ hodnotu 1, pak hodnota proménné b musi
byt stejnéd jako hodnota proménné ¢, a proto d musi mit hodnotu 1.

Tato magicka sif tedy pfijimé pravé ty vstupy, kde a a d maji stejnou
hodnotu, a simuluje tedy omezeni EQ(a, d).

Obecnéji: Typicky nas bude zajimat, kterd omezeni jdou vyjadrit po-
moci jinych. Rikdme, Ze mnozina typti omezeni {O1,Os,...,0,} simu-
luje omezeni O, jestlize existuje magickd sit pouzivajici pouze omezeni
typu O1, Oa, ..., O,, kterd simuluje O. Ptiklad 1 tedy ukazuje, zZe XOR
simuluje EQ.

Omezeni O(x1,...,2,) nazveme slabé, jestlize zakazuje pravé jednu
kombinaci hodnot proménnych z1,...,z,. Slabé omezeni budeme zapi-
sovat jako Shin,..h,, kde hq, ..., hy, jsou hodnoty proménnych, které
zakazuje. Tfeba omezeni Spo1(x,y, z) je splnéno, jestlize x = 1 nebo
y = 1 nebo z = 0, a omezeni Spgg je stejné jako OR. Nechf SAT,, ozna-
¢uje mnozinu vSech slabych omezeni s pravé n proménnymi.
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Piiklad 2: SAT3 simuluje XOR, jelikoz sif

SOOO(xaya Z)a 5011(55,%2’), 5101(11772472')7 5110(%% Z)

zakazuje vSechny kombinace hodnot proménnych x, ¥ a z, v nichz se
hodnota 1 vyskytuje sudékrat.

Priklad 3: Mnozina omezeni SATs nesimuluje OR. Abychom to dokézali,
zavedme si nejprve funkci maj se tfemi vstupy. Ta bude vracet ten vstup,
ktery se vyskytuje nejcastéji (proto se ji také nékdy ¥ika majorita). Tedy
tfeba maj(1,1,1) = maj(1,0,1) = 1 a maj(0,0,1) = 0.

Uvazujme nyni libovolnou sif s omezenimi z mnoziny SATs;. Necht
T1, ..., T, jsou proménné této sité. Reknéme, ze by tato sif simulovala
OR(x1,x2,x3). JelikoZ omezeni OR je splnéno pro hodnoty 1, 0, 0, exis-
tuje néjaké prirazeni hodnot proménnym, které spliiuje vSechna omezeni,
21 mé hodnotu 1 a x5 a x3 maji hodnoty 0. Necht a; oznacuje hodnotu
proménné z; v tomto prifazeni, pro i = 1,...,n. Obdobné existuje pfi-
fazeni s hodnotami b; spliujici vSechna omezeni takové, ze by = 1 a
b1y = b3 = 0, a pfifazeni s hodnotami ¢; spliujici vSechna omezeni ta-
kové, ze cg =1ac; =cy =0.

Uvazme ohodnoceni s hodnotami d; = maj(a;,b;,¢;). Tvrdime, Zze
d; také spliluje vSechna omezeni: Mé&jme néjaké omezeni Sy, p,(x;,x;)
ze sité. Pokud a; = b; a a; = b;, pak d; = maj(a;,a;,¢) = a; a
d; = maj(aj,aj,¢j) = a; spliuje podminku Sp,n,, protoze ji spl-
nuje a; a a;. Proto predpokladejme, Ze a; # b; nebo a; # b;, a ob-
dobné a; # c¢; nebo a; # c; a stejné tak b; # c¢; nebo b; # ;.
Ze symetrie mezi ¢ a j a mezi ohodnocenimi a, b, ¢ sta¢i uvazo-

vat pripad, ze a; # b; a a; # c¢;. Z toho odvodime, Ze b, = ¢;, a
proto b; # c¢;. Diky symetrii mezi b a ¢ pak sta¢i uvazovat piipad,
ze a; = bj a aj 75 Cj. Pak ale maj(ai,bi,ci) :maj(ai,bi,bi) Zbi a

maj(a;,b;,c;) = maj(b;,b;,c;) = bj, a proto d; = b; a d; = b; spliiuje
podminku Sh, p,-

Povs§imnéme si, ze d; = maj(1,0,0) = 0 a obdobné dy = d3 = 0. Ale
omezeni OR(z1, T2, ¥3) pfedepisuje, Ze alespon jedna z proménnych x1, 25
a x3 mé hodnotu 1, a proto v kazdé magické siti simulujici OR(x1, 22, x3)
musi pfifazeni hodnot d; proménnym porusovat néjaké omezeni. Uvazo-
vand sit tedy nesimuluje OR(z1, x2, z3).
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