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FYZIKA

Specialni teorie relativity a prostorocas (2. ¢ast)

Elemir Scholtz, dichodce, Martin Scholtz, MFF UK Praha

Abstract. The theory of relativity represents one of the pillars of modern
theoretical physics. As the theory of relativity deals with the properties of
space and time, it represents the framework for any other theory, especially
the quantum mechanics. In the series of articles, we explain the role of the
theory of relativity in theoretical physics. The postulates of classical physics
are mentioned for didactical purposes, and Einstein’s postulates of the special
theory of relativity are introduced. Then, we examine the consequences of
the postulates and we translate them into the geometrical language of Min-
kowski spacetime. It is demonstrated how geometry can help us to understand
the relativistic effects (time dilatation) and causal relations between events.
Finally, we present the geometrical explanation of the twin paradox. In the
following parts of the series, we focus on the general theory of relativity and
the relationship between special relativity and quantum mechanics.

Prostoroc¢asovy interval

Nyni ukazeme, jak lze Einsteinovy postulaty prelozit do jazyka geo-
metrie. Klicovym pojmem v teorii relativity je pojem wuddlost. Tento
pojem je povazovan z matematického hlediska za elementarni, takze jej
nelze definovat pomoci zakladnéjsich pojmu. Fyzikalné je vSak udalost
,Néco*, co se udalo v uréitém Case na urcitém misté. Hovorime-li v tomto
smyslu o udalosti, abstrahujeme od konkrétniho déje a urcéujeme pouze
¢as a polohu, ve které se udalost odehrala.

V klasické fyzice se mlcky predpoklada, ze pokud si pozorovatelé
v obou soustavach synchronizuji své hodiny v uréitém case, budou je-
jich hodiny synchronizovany i v kazdém pozdéjsim case, takze pro ¢aso-
vou soufadnici libovolné uddlosti plati t' = . Tento pfedpoklad musime
v teorii relativity opustit. V kazdé vztazné soustavé je bodova udélost
plné charakterizovana jednou c¢asovou a tfemi prostorovymi soutfadni-
cemi (t,x,y, z). Tyto tzv. rozsifené soufadnice dané udalosti se v rtiznych
soustavach lisi.

Uvazujme dvé inercialni vztazné soustavy S a S’, které se viiéi sobé po-
hybuji konstantni rychlosti v = (v, vy, vz)l). V soustavé S zavedeme kar-

1) Velikost vektoru v oznacujeme symbolem v = |v|.
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tézskou soufadnicovou soustavu (¢, 2,y,z) a v S’ soustavu (¢, 2/, ¢y, 2').
Pod souradnicemi udélosti U budeme proto rozumét usporadanou étve-
Fici souradnic, pfi¢emz pripoustime, Ze vSechny Ctyfi souradnice dané
udalosti mohou byt v rtznych soustavach odlisné. Pro urcitou bodovou
udélost U hodnocenou z hlediska dvou vztaznych soustav budeme pou-
Zivat zapis

S:U[t’z7y7 Z]7 SI:U[t/’x/’y/7 Z/}'

Zkoumejme nyni, jaky je vztah mezi soufadnicemi urcité udalosti
v riznych vztaznych soustavach. Pro jednoduchost predpokladejme, ze
kdyz uvazované soustavy S a S’ prochézely kolem sebe, uvedly soucasné
svoje vynulované hodiny do chodu, a tedy mély v ¢ase t = t’ = 0 spoleény
pocatek O = O’. Necht v tomto dase doslo v pocatku k vysldni svétla.
Tuto udalost oznacime symbolem Up|0, 0, 0, 0]. Soutadnice této udalosti
jsou v obou soustavach stejné. Svétlo se ve vakuu $ifi z daného bodu
vSemi sméry invariantni rychlosti c¢. Body, do nichz svétlo v libovolném
case dospéje, tvori sférickou vinoplochu.

Je-li v urc¢itém bodé€ prostoru umistén detektor, jenz se pfichodem
svétla aktivuje, zaregistruji to pozorovatelé v obou soustavach jako uda-
lost U. Souradnice této udalosti v jednotlivych soustavach potom ozna-
¢ime

S:Ut, x,y, 2], SU, o'y, 2]

Situace je zndzornéna na obr. 1. Podle principu relativity jsou uvazované
vztazné soustavy rovnocenné a pozorovatel v kazdé z nich muize svoji
soustavu povazovat za nehybnou.

s’

\\-\‘ detektor (nddlost 17)
“

H

*— vinoplocha

Obr. 1. Svételné vinoplochy z hlediska dvou inercialnich soustav
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Vzhledem k soustavé S mé vinoplocha v Case ¢ polomér r = ct a
vzhledem k soustavé S’ polomér r’ = ct’. NapiSeme-li pro obé& soustavy
rovnici sférické vinoplochy s prislusnym polomérem a prevedeme vsechny
¢leny na jednu stranu, dostaneme vztahy

N B S PR TE R YE S Y (1)

Pripustime-li, Ze prichod svétla do detektoru byl vzhledem k obéma
uvazovanym soustavam soucasny, tj. ze t’ = ¢, vztahy (1) by pro tentyz
signal popisovaly dvé rizné vlnoplochy, coz neni mozné. Z obr. 1 je totiz
vidét, ze pocatek O’ se v Case t vzhledem k soustavé S posunul o vzda-
lenost vt, a dostal se tak bliz k detektoru. Proto polomér vinoplochy se
stfedem v pocatku O’ nemtiZze mit velikost ct, ale musi byt mensi.

Nyni vidime, ze Einsteinovy postulaty jsou s predstavou klasické fy-
ziky o absolutnosti soucasnosti neslucitelné. Tento paradox v klasické
mechanice neexistuje, nebot rychlost svétla neni pro vSechny pozorova-
tele tataz, v soustavé S’ je rychlost svétla ¢’ = ¢ —v. Kdyz ale pfijmeme
oba Einsteinovy postulaty, musime pfipustit i to, Ze ¢asové souradnice
tytéz udalosti nejsou v obou soustavich shodné a ve vztazich (1) plati
t' # t. Ve specidlni teorii relativity je tedy soucasnost relativni.

Ackoli se transformuji jak prostorové, tak ¢asové soufadnice, v obou
soustavach plati vztahy (1). Jinymi slovy, kdyZ pro kteroukoli soustavu
definujeme veli¢inu

§2 =212 — g2 g2 2 (2)

kde (¢, x,y, z) jsou soufadnice bodové udalosti U — detekce svételného
signalu, vidime, ze tato veli¢ina je v kazdé vztazné soustavé nulova. Veli-
¢ina s se nazyva prostorocasovy interval dvou udélosti, v nagem pifpadé
udalosti Up a U.

Vztah (2) je analogicky zndmému vztahu pro vzdalenost dvou bodud
v euklidovském prostoru

2 2,2, .2

¢ = +y°+ 27 (3)
Tento vyraz je invariantni vic¢i posunuti i rotaci souradnicové soustavy,
a je tedy nezavisly na volbé soufadnicové soustavy, ackoli souradnice

bodti na zvoleném systému zaviseji. Tato podobnost je klicem ke geome-
trické interpretaci Einsteinovych postulat. Vidéli jsme, ze souradnice
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udélosti jsou zavislé na volbé vztazné soustavy, ale prostoro¢asovy in-
terval definovany vztahem (2) (jenz formalné pfipomina vztah (3)) ma
pro vsechny pozorovatele tutéz hodnotu, je invariantni. Jsou-li tedy dvé
udélosti spojené svételnym signalem, v uvedeném piikladé jsou to uda-
losti Up (vyslani signdlu) a U (detekce signalu), prostorocasovy interval
mezi témito udalostmi je nulovy v kazdé soustave.

Jednoduchou tvahou se presvédcime, ze i kdyz dvé udalosti nejsou
spojeny se Sifenim svételného signalu, hodnota prostoro¢asového inter-
valu bude invariantni, byt obecné nenulova.

Uvazujme soustavy Si, S2 a S3 a ozna¢me symbolem v;; rychlost
soustavy S; vici soustavé S;, kde 7, j nabyvaji hodnot 1,2 a 3. Pfedpo-
klddejme, ze v ¢ase t = 0 mély vSechny tii soustavy spolecny pocatek O.
Necht v néjakém pozdéjsim case doslo k uddlosti U, jejiz soufadnice
v soustavé S; jsou (t;,x;,yi,2;). V kazdé vztazné soustavé definujeme
prostorocasovy interval mezi udalostmi U a O vztahem

P =

2

79

2,2 2 _ 2
ot —x —Y — 2

kde dolni index ¢ oznacuje soustavu. Chceme ukazat, ze ve skuteCnosti
plati s? = s2 = s3. VyuZijeme pfitom to, Ze podle Einsteinovych postu-
14t1 je s? = 0, pokud jsou udélosti spojené svételnym signdlem.

Piedpokladejme obecny linearni vztah mezi veli¢inami s? a s3,

s3=Asi + B, (4)

kde A a B jsou zatim neznamé koeficienty, které mohou obecné zaviset na
soufadnicich a rychlosti vy2. Podle predpokladu o homogenité prostoru
jsou vSechny jeho body ekvivalentni, takze koeficienty A a B nemohou
zaviset na soufadnicich, a musi tak zéviset pouze na rychlosti vi5. Podle
predpokladu o izotropii prostoru jsou vSechny sméry v prostoru ekvi-
valentni, takZe koeficienty A a B nesmi zéviset ani na sméru rychlosti.
Zustava tak pouze zavislost na velikosti rychlosti vys.

Hodnoty koeficienti tedy nezéviseji na popisované udalosti (protoze
nezaviseji na souradnicich), ale zaviseji pouze na velikosti vzéjemné rych-
losti soustav. Pro &ffeni svételného signalu plati s? = s = 0, takze
vztah (4) mtze byt splnén pouze pro B = 0. Tytéz tivahy miizeme
zopakovat pro vsechny dvojice soustav S1,S2 a S3, takze nejobecnéjsi
transformace prostorocasového intervalu mezi soustavami S; a S; je

s? = A (vi5) s?,

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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kde jsme explicitné zvyraznili, ze koeficient A zavisi pouze na velikosti
vzajemné rychlosti.

Nakonec si uvédomime, Ze postupna transformace prostorocasového
intervalu ze soustavy S; do soustavy S a pak do soustavy S3 musi vést
k témuz vysledku jako pfiméa transformace z S; do Ss. Tento pozadavek
vede na podminku

A(vi2) A(vaz) = A(vi3),
kterou l1ze obecné splnit pouze tak, ze polozime A identicky rovno jedné,
A(vij) = 1.
Tim dospivame k poznatku, e pro libovolné dvé soustavy plati s? = s?

a prostorocasovy interval mezi libovolnymi dvéma udélostmi je invari-
antni.

Minkowského prostorocas

V euklidovském prostoru je vzdalenost zvoleného bodu P od pocatku
soufadnicové soustavy déna invariantnim vztahem (3). Vzdélenost libo-
volné dvojice bodli v tomto prostoru je ddna analogickym vztahem

Ar? = Az? 4+ Ay? + A2 (5)

Tyto vztahy davaji do souvislosti soufadnice danych bodi, které ovsem
zadny invariantni smysl nemaji. Umoznuji vsak pomoci souradnic bodi
v euklidovském t¥irozmérném prostoru vyjadrit jejich vzdalenosti. Proto
vztahy (3) a (5) definuji metriku euklidovského prostoru.

Body euklidovského prostoru popisujeme trojici soufadnic (z, y, z), ale
body prostoru samoziejmé nemutzeme ztotoznit s jejich souradnicemi.
I kdyz dany bod budeme popisovat v jiném soufadnicovém systému,
je to stale tentyz bod. Disledkem je, ze vzdalenost dvou bodi je na
soutfadnicich nezavisly invariant.

V predchozi sekci jsme zavedli pojem udélost. Ta je plné charak-
terizovéana ¢tyimi soufadnicemi U(t,x,y,z) viéi zvolené vztazné sou-
stavé. V jiné vztazné soustavé jsme souradnice tytéz udalosti oznacili
jako U(t', 2’4y, 2'). Vzhledem k ekvivalenci vSech inercidlnich vztaznych
soustav muzeme fyzikalni jevy popisovat v kterékoli z nich rovnicemi,
jez maji shodny matematicky tvar. Soufadnice udalosti se tudiz chovaji
stejné jako soufadnice bodu v euklidovském prostoru.

Ro&nik 89 (2014), ¢islo 3 5
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Jediny rozdil oproti klasické mechanice spoc¢iva v tom, Ze jsme pripus-
tili i transformaci ¢asové souradnice t. Analogie s geometrii euklidovského
prostoru potom logicky vyzaduje existenci invariantni funkce soufadnic,
jejiz matematicky tvar by se pri libovolné zméné vztazné soustavy ne-
ménil. Tato funkce by predstavovala absolutni, na soufadnicich nezavisly
vztah mezi uddlostmi, podobné jako metrika (3) definuje absolutni, na
soufadnicich nezavislou vzdalenost mezi body euklidovského prostoru.

Jak jsme jiz ukazali, takova veli¢ina existuje — je to prostorocasovy in-
terval definovany vztahem (2). Kromé formalni podobnosti mezi vztahy
(2) a (5) je prostorocasovy interval invariantni vi¢i zméné vztazné sou-
stavy, podobné jako je euklidovska vzdélenost r? invariantni vii¢i zméné
soufadnicového systému. Pfitom invarianci prostorocasového intervalu
jsme odvodili vyhradné z Einsteinovych postulata a z predpokladi o ho-
mogenité a izotropii prostoru. Proto lze Einsteinovy postulaty formulo-
vat jako poznatek, Ze prostorocasovy interval (2) je invariant.

A7 dosud jsme pojem udélosti chapali jako uspofadanou ¢tvefici ¢isel
(t,z,y,2). V teorii relativity se v souvislosti s rozsifenymi soutadnicemi
udélosti nabizi analogie mezi body euklidovského prostoru a udalostmi
jako body matematického ¢tyfrozmérného prostoru®, ktery nazgvame
prostorocas. Bodové udalosti potom chapeme jako body prostorocasu,
kterym ve zvolené ¢tyfrozmérné souradnicové soustavé prifadime uspo-
fadanou Gtvefici soufadnic (¢,x,y,z). Prostoro¢as je absolutni v tom
smyslu, ze jeho prvky jsou udéalosti, na nichz se shodnou vsichni po-
zorovatelé. AvSak kazdému pozorovateli neboli kazdé vztazné soustaveé
ve fyzikalnim prostoru odpovida jina soutadnicovd soustava v prostoro-
case. Pritom samotné udalosti jsou absolutni, na soufadnicové soustavé
nezavislé. Diisledkem toho je, Ze prostorocasovy interval mezi libovolnou
dvojici udélosti je invariant. V tomto smyslu definuje vyraz (2) metriku
na prostoru udalosti.

Je vhodné znazornovat udalosti pomoci tzv. prostorocasovych dia-
grami. Pohyb télesa nebo sifeni signalu se v tomto diagramu znézornuje

2) Slovo ,,prostor® tu pouzivame v nékolika odlisnych vyznamech. Ve fyzice pod po-
jmem prostor rozumime t¥irozmérné kontinuum, v némz se nachazeji fyzikalni té-
lesa a pole. V matematice pod prostorem rozumime abstraktni mnozinu bodu, mezi
nimiz jsou urcité vztahy. Jednotlivé matematické prostory se potom lisi v tom, jaké
dodatecné vztahy mezi témito body postulujeme. Naptiklad vektory tvoii tzv. line-
arni prostor a dodate¢nou strukturou na tomto prostoru je operace s¢itani vektoru.
Prostor, na kterém je mozné zavést souradnice, se v matematice oznacuje pojmem
varieta a dodate¢nou strukturou jsou rizné souradnicové systémy a transformace
mezi nimi. Prostorocas je tedy ¢tyfrozmérnou varietou.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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tseckou — mnozinou bodovych udalosti. Tyto tsecky nazyvame svéto-
¢ary. Protoze na dvojrozmeérné plose papiru nelze znazornit ¢tyti prosto-
rocasové dimenze, ¢asto znazornujeme udalosti jako body s jednou ¢aso-
vou a dvéma nebo jednou prostorovou soufadnici. V tomto textu budeme
znézortiovat udalosti jako body se soufadnicemi (¢, z,y). Rychlost svétla
ma ve standardnich jednotkach tak velkou hodnotu, ze udalosti spojené
svételnym signdlem (nulovym prostoro¢asovym intervalem) neni mozné
v soufadnicovém systému (¢, x,y) vérné znazornit. Proto misto hodnoty
souradnice ¢t do diagramti zakreslujeme hodnotu ct. V této konvenci maji
¢asové i prostorové soutadnice jednotku délky. Svétocary znazornujici si-
feni svétla sviraji se soufadnicovymi osami thel 45°.

Geometricky lze prostoroCasovy interval interpretovat jako vzdale-
nost dvou udalosti v prostorocase. Na posloupnosti prostorocasovych
diagrami vysvétlime smysl tohoto tvrzeni. Zvolme nejprve soufadnico-
vou soustavu v prostorocase a uvazujme dvé soucasné€ udalosti U; a Us
zakreslené v diagramu na obr. 2.

ct

Y
Obr. 2. Prostoroc¢asovy interval sou¢asnych a nesoumistnych udédlosti Uy a Us

Tyto udalosti maji rizné prostorové souradnice, ale protoze se ode-
hraly ve stejném case, lezi v jedné roviné prostorocasu, ktera je kolma
na osu t. Ackoli v diagramu tuto plochu znazorfiujeme jako dvojrozmeér-
nou, ve skutecnosti je tfirozmérna a reprezentuje cely fyzikalni prostor
v daném case. Hovofime, Ze je to nadplocha konstantniho ¢asu nebo téz
prostorupodobnd nadplocha.

Prostorové vzdélenost udalosti U; a U je Ar? = Az? + Ay? + Az2,
zatimco Casovy interval mezi nimi je At = 0 (soucasné udalosti). Podle
definice prostoro¢asového intervalu tedy plati As? = —Ar2. Vidime,

Ro&nik 89 (2014), ¢&islo 3 7
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ze pro soucasné udalosti je velikost prostorocasového intervalu rovna
prostorové vzdalenosti udalosti a prostorocasovy interval je zaporny.

Nyni uvazujme udalosti U; a Us, které jsou ve zvolené souradnicové
soustaveé nesoucasné a soumistné, obr. 3. Dvé nesoucasné udalosti lezi
ve dvou riznych prostorupodobnych nadplochach, mezi nimiz je ¢asovy
interval At. ProtoZe jsou soumistné, jejich prostorovy interval je Ar = 0,
a jejich prostorodasovy interval se tak redukuje na vyraz As? = c2 At2.
Vidime, Ze prostorocasovy interval nesoucasnych, soumistnych udalosti
je roven casovému intervalu téchto udalosti a na rozdil od soucasnych
nesoumistnych udalosti je v tomto pfipadé kladny.

ct

cty / Uilty, z, 9 2] 72—

Y

Obr. 3. Prostorocasovy interval nesoucasnych a soumistnych udéalosti Uy a Us

V obecném ptipadé jsou udélosti U; a Us nesoumistné a nesoucasné.
V prostorocase pak lezi na riznych prostorupodobnych nadplochéach. Je-
jich vzdalenost v ¢ase je At # 0 a v prostoru Ar # 0, obr. 4. V klasické
fyzice neexistuje zadny zpusob, jak mérit vzdalenost mezi takovymi uda-
lostmi. I kdyz v klasické fyzice je nékdy uzitec¢né kreslit prostorocasové
diagramy (grafikony), nepfinasi to zadny hlubsi vhled do fyzikalni re-
ality projevujici se neoddélitelnou souvislosti mezi prostorem a cCasem.
Kdybychom chtéli v klasické fyzice definovat vzdalenost dvou udélosti
analogicky jako v STR, nejptirozenéjsi by bylo zobecnit Pythagorovou
vétu do ¢yt dimenzi a interval s udalosti vyjadFit vztahem?®

As? = 2 A2 + Az? + Ay? + A2

3) Faktor c¢ je nutny z rozmérovych davodu.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Ovsem v klasické fyzice jsou invariantni jak casové, tak i prostorové
intervaly a invariance takto definovaného intervalu je jenom trivialnim
disledkem postulati klasické mechaniky.

N
oty 7
/ Un(ty, 21, 41, 21] ~

Ll -

Uszltz, 2, yo, 22
ctlo /?\5/ i /
AT )
ki d
//

Obr. 4. Prostorocasovy interval nesoucasnych a nesoumistnych udalosti U

a Us

Ukazali jsme, ze v STR zalozené na Einsteinovych postulatech pro-
storové a Casové intervaly samy o sobé invariantni nejsou a zaviseji na
volbé vztazné soustavy. Prostorocasovy interval, ktery je z prostorovych
a Casovych intervall sestaven, invariantni je, a mizeme jej tak povazovat
za zobecnéni pojmu vzdalenosti zavedeného v euklidovském prostoru na
pojem vzdalenosti v prostorocase.

Dilatace ¢asu

Dilatace ¢asu je relativisticky jev. Projevuje sa tak, Ze ¢asovy inter-
val At' = Aty dvou soumistnych udalosti Uy, Uy méfeny hodinami H’
ve vztazné soustavé S'[t', ',y 2’] je kratsi neZ casovy interval téchto
udélosti At méfeny hodinami H v soustavé S[t, z,y, 2], ve které je misto
udélosti v pohybu. Cas, ktery uplyne mezi dvéma udéalostmi je tedy nej-
kratsi v té vztazné soustavé, ve které se odehraly na témze misté. Cas
Atg se nazyva vlastni ¢as.

V soustavé S’ méa prostorocasovy interval dvou soumistnych udalosti
velikost

As? = 2 (Aty)* (6)

Ro&nik 89 (2014), ¢islo 3 9
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Vzhledem k soustavé S se soustava S’ za ¢as At premisti stalou rych-
losti v o vzdalenost Ar = v At. Prostorocasovy interval udalosti Uy a Us
v soustavé S proto je

As? = 2 A2 — Ar? = 2 A2 — 0% A%, (7)
Porovnanim vyjadieni (6) a (7) dospivame ke zndmému vztahu

!
A= BT ®8)

2
v
1-=

Je-li rychlost v < ¢, jmenovatel zlomku je mensi nez jedna, a tudiz
At > At'. Dospivame tak k poznatku, Ze pozorovatel v klidové sou-
stavé (hodiny H) vidi, Ze v pohybujici se soustavé (hodiny H’) plyne ¢as
pomaleji (proto dilatace ¢asu).
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