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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Matematické hratky s jednim schématem

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. The article deals with an easy problem of a net with eighteen points
and thirty segments.

Na obr. 1 je vyznaceno osmnact bodi, které jsou propojeny triceti
useckami. Predstavme si, ze ke kazdému z téchto bodt je zcela libovolné
pripsano jedno z ¢isel 1, 2. 3, ..., 17, 18, a polozme si otazku:

Obr. 1

Dd se v tomto schématu, af jeho body ocislujeme jakkoli, vidycky najit
usecka, pro jejiz krajni body s cisly x, y plati |x —y| > 47

Provedete-li si nékolik pokust s riznym ocislovainim danych bod,
zjistite sice, ze v kazdém z nich tsecku s touto vlastnosti najdete, ale
pokud byste na zakladé ziskanych vysledkt usoudili, Ze se vam to podafi
ve vSech ocislovanich, mohli byste se mylit. Jedna moznost, jak dokazat
existenci takové usecky v libovolném ocislovani, je ta, Zze vSechna pro-
véiime; pro velmi velky pocet moznosti (jejich pocet uréime na zévér)
a také kvili tomu, Ze by se jednalo o ,netvirci“ ¢innost stereotypné
se opakujici, vSak od tohoto zptisobu upustime. Zvolime proto postup
,matematictéjsi“ a dokdzeme, Ze plati:

V' kazdém ocislovdni bodi daného schématu existuje aspon jedna
usecka, pro jejiz krajni body s ¢isly x, y plati |z — y| > 4.

Prohlédnete-li si pozorné obr. 1, zjistite, ze nejkratsi cesta, kterd vede
po tseckach daného schématu z libovolného bodu do jakéhokoli jiného,
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se sklada nejvyse z péti useCek. Znamena to, ze v kazdém schématu se
nejvyse z péti usecek sklada i kazda nejkratsi cesta z bodu s ¢islem 1
do bodu s ¢islem 18. K dukazu dané véty proto rozlisime pét moznosti
podle toho, zda v tomto schématu existuje nejkratsi cesta spojujici body
s Cisly 1 a 18, ktera je slozend z jedné, dvou, t¥i, ¢tyr, nebo péti tisecek.

Uvazujme nejprve ocislovani, v némz se nejkratsi cesta z bodu s ¢is-
lem 1 do bodu s ¢islem 18 sklada z péti tisecek tak, Ze podle obr. 2
postupné projdeme body s Cisly a, b, ¢, d. Pfedpokladejme, Ze na této
cesté neexistuje tsecka, pro kterou je absolutni hodnota rozdilu cisel
v jejich krajnich bodech vétsi nebo rovna Ctyfem. Znamené to, ze pro
kazdou tsecku je tato absolutni hodnota nejvyse rovna tiem, takze plati

18

Obr. 2

Aby platilo vSech pét téchto nerovnosti, musi byt a nejvySe rovno
¢tyrem, odkud postupné dostaneme, Ze b je nejvysSe rovno sedmi, ¢ je
nejvyse rovno deseti a d je nejvyse rovno ¢islu tfinact; je-li vSak d < 13,
je |d — 18] > 3, coZ je spor s pfedpokladem, Ze |d — 18] < 3.

Tim je dokazano, ze v ocislovani bod daného schématu, v némz se
nejkratsi cesta z bodu s ¢islem 1 do bodu s ¢islem 18 sklada z péti tsecek,
tsecka s krajnimi body v ¢islech x, y, pro néz plati |x — y| > 4, existuje.

Podobnym zptisobem si uz jisté dokédzete sami, ze tisecka uvedené
vlastnosti existuje i v kazdém ocislovani, ve kterém se nejkratsi cesta
z bodu s ¢islem 1 do bodu s ¢islem 18 sklada nejvyse ze dvou, tti, nebo
Gtyt tseéek. A co kdyz jsou tyto body spojeny jedinou tseckou? Také
v tomto pfipadé véta plati, nebot |1 — 18| > 4.

Dokazali jsme, ze uvedena véta plati v kazdém ocislovani, v némz je
nejkratsi cesta mezi body s ¢isly 1 a 18 tvofena jednou, dvéma, tiemi,
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¢tyfmi, nebo péti tiseckami. ProtozZe jina ocislovani neexistuji, plati tato
véta ve vSech moznych ocislovanich, coz jsme méli dokazat.

Zbyva zjistit, jak jsme slibili v tvodu, kolika zptisoby je mozno vSech
osmnact bod daného schématu ocislovat. Predstavme si, Ze ocislujeme
vSechny body na vyznacené lomené ¢afe na obr. 3, kterd ma pocatek
v bodé A; a konec v bodé A;g. Ocislovanim jejich bodu je uréeno ocis-
lovani bodd schématu a také obracené ocislovanim bodt schématu je
urceno ocislovani bodu lomené ¢ary. Znamené to, ze pocet vSech moz-
nych ocislovani bod daného schématu je roven poctu ocislovani vSech
bodt této lomené cary.

Ay

Ay Az
Asg

Obr. 3

Pocet zptisobt oc¢islovani bodt na vyznacené lomené ¢afe dostaneme
snadno, kdyZ si uvédomime, Ze pro oc¢islovani bodu A; mame 18 moz-
nosti a pro ocislovani kazdého dalsiho vzdy o jednu moZnost méné: pro
sousedni bod As je 17 moznosti, moznosti ocislovani dalstho bodu As
je celkem 16 a tak pokracujeme az do koncového bodu Aig, pro ktery
zustane jedind moznost. Mame tak vysledek:

Pocet vsech zpiusobtu ocislovani bodiu daného schématu je roven sou-
éinu

18-17-16-...-2-1.

Mate-li zajem, mtiizete tento soucin urcit blize.
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