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MATEMATIKA
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Kvantové prochazky

Martin Stefandk, Igor Jex, FJFI CVUT, Praha

Abstract. First, we will present a mathematical model of a simple stochastic
process — a random walk on a line. Then, we will show in which aspects is the
situation different if the walking particle obeys the quantum mechanics laws.
Finally, we will discuss what the quantum walks can be used for.

Klasicka nahodna prochazka

Nahodna prochazka je matematicky model popisujici trajektorii sesté-
vajici z ndhodnych krokt. Nachazi uplatnéni v rtiznych védnich oborech,
napft. ve fyzice jako model difuze, v biologii pro studium Sifeni nakazy
v pfirodnim prostfedi, v ekonomii pro popis pohybu cen akcii na burze
nebo v informatice jako soucast nékterych algoritmi souvisejicich s pro-
hledavanim a analyzou velkého objemu dat.

Nejjednodussi model klasické ndhodné prochézky je ndhodné pro-
chizka na primce. Pfedstavme si opilého ndmotnika, ktery se pokousi
dostat z hospody (pozice m = 0) domt. Zapomnél ale, jestli ma jit do-
prava nebo doleva. Rozhodne se tedy, Ze si hodi minci a podle hodnoty
hodu, oznac¢me je tieba L a R, udéla krok doleva nebo doprava. Pred-
pokladejme, ze mince je vyvazend, tj. hodnota L i R padne se stejnou
pravdépodobnosti % Poloha ndmotnika po n krocich je tedy nahodna ve-
li¢ina. Pravdépodobnost, Zze ho najdeme na pozici m, je uréena poc¢tem
trajektorii, které v m kon¢i. Aby se dostal do pozice m, musi celkem udé-
lat me krokd doprava a 5™ kroku doleva. Snadno zjistime, ze pocet

2
viech takovych trajektorii je dan kombina¢nim ¢islem (n!m). Pravde-
2
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podobnost, Zze nékterou z nich opily nadmoifnik skute¢né pujde, je 2%
Celkem pro pravdépodobnost nalezeni opilého namornika na pozici m
po n krocich dostaneme vyraz

Plonen) = 3 () 1

2

coZ je binomické rozdéleni. Dulezité charakteristiky pravdépodobnost-
niho rozdéleni jsou stfedni hodnota (m) a stfedni kvadratickd odchylka o,
které jsou definovany vztahy

o =+/(m?) — (m)2.

Stiedni hodnota udéva primeérnou pozici opilého namoinika, stfedni kva-
dratickd odchylka pak urcuje ,,8ifku® rozdéleni — velikost okoli stfedni
hodnoty, kde namoinika s velkou pravdépodobnosti najdeme. V nasem
prikladé s vyvaZzenou minci plati, Ze rozdéleni (1) je symetrické. Z toho uz
snadno plyne, Ze stfedni hodnota pozice namornika je rovna nule neza-
visle na poc¢tu krokii. Stfedni kvadraticka odchylka je pak ddana vyrazem

- 1 n
7=\ 2 g (aa)

m=—n
S pouzitim binomické véty miizeme sumu secist a dostaneme vysledek

o= .

Stfedni kvadratickd odchylka pozice opilého ndmoinika tedy roste s od-
mocninou z poc¢tu kroku. Takové chovani je typické pro difuzi.
Jednoduchou realizaci ndhodné prochazky na pfimce pfedstavuje Gal-
tonova deska na obr. 1. Jedna se o desku s pravidelné zatlucenymi hieby.
Kdyz na hieb spadne kulicka, tak s pravdépodobnosti % spadne doleva
nebo doprava na dalsi vrstvu hiebid. Kazda vrstva odpovidad jednomu
kroku ndhodné prochézky. Pokud po n vrstvach kulicky zachytime, bude

jejich Cetnost pod jednotlivymi hieby ddna binomickym rozdélenim (1).
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Obr. 1: Galtonova deska pro ¢tyfi kroky ndhodné prochazky

Kvantova prochazka

Co by se stalo, kdybychom v Galtonové desce kuli¢ky nahradili pa-
prskem svétla a misto hiebti pouzili polopropustné zrcadlo (obr. 2)? Po-
lopropustné zrcadlo rozd€éli dopadajici paprsek svétla na dva vystupni se
stejnou intenzitou. Pokud ale na zrcadlo dopadaji paprsky z obou sméri,
dochézi ve vystupnich paprscich k interferenci, kterd mize byt jak kon-
struktivni, tak destruktivni. V nékterych pripadech tedy dojde k zesi-
leni intenzity svétla ve vystupnim paprsku, v jinych pfipadech k jeho
zeslabeni. KdyZz po nékolika vrstvach polopropustnych zrcadel zméfime
intenzity paprsku svétla, které z nich vystupuji, dostaneme podstatné
jiné rozdéleni, nez jaké odpovida cetnosti kulicek v klasické Galtonove
desce.

Obr. 2: Optickd Galtonova deska pro ¢tyri kroky kvantové prochazky

Tento jev lze pozorovat i pro velmi slabé svétlo, kdy ve vstupnim pa-
prsku bude jen jeden foton. Kvantovy popis chovani fotonu v optické
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Galtonové desce totiz presné koresponduje s popisem interference svétla.
Pti dopadu fotonu na polopropustné zrcadlo totiz nedojde k jeho nahod-
nému odrazu ¢i pruchodu, ale vytvori se kvantova superpozice, ktera na-
sledné podléhéa interferenci. Pravdépodobnostni rozdéleni detekce fotonu
po nékolika vrstvach optické Galtonovy desky bude odpovidat kvantové
prochazce na primce, kterou si nyni formalné popiseme.

V kvantové mechanice plati princip linearni superpozice, ktery rika, ze
pokud dva vektory |¢) a |¢) popisuji stavy ¢astice, pak i jejich libovolnd
linedrni kombinace tvaru ali)+b|p) je mozny stav této ¢astice. Kvantova
Castice, ktera reprezentuje ndhodného chodce, se tedy miize vyskytovat
nejen v libovolné pozici m € Z, ale i ve stavu odpovidajicimu superpo-
zici téchto moznosti. Oznacme stav popisujici ¢astici v pozici m sym-
bolem |m). MnoZina vSech takovych vektort {|m), m € Z} tvofi bazi
vektorového prostoru moznych stavi kvantového chodce. Obecny stav
chodce je pak popsan vztahem

) =3 alm),

kde 1,, jsou komplexni ¢isla, kterda maji vyznam amplitudy pravdépo-
dobnosti — |1,,|? je pravdépodobnost nalezeni ¢4stice na pozici m.

Uvazujme nyni ¢astici, kterd zacind kvantovou prochazku v ¢ase t = 0
z pozice m = 0. Na rozdil od klasické ndhodné prochazky budou pravi-
dla popisujici jeji pohyb deterministicka. Nahodnost se projevi az v oka-
mziku, kdy se rozhodneme urc¢it polohu kvantové ¢astice pomoci méfeni.
Stejné jako v klasické ndhodné prochézce budeme pozadovat, aby se
kvantova c¢astice mohla béhem jednoho kroku prochazky presunout ze
své aktualni pozice m do sousednich pozic m — 1 a m + 1. Misto ndhod-
ného vybéru vysledné pozice vSak kvantova c¢astice zvoli obé moznosti
najednou. Vysledny stav ¢éstice je pak popsan superpozici stavi [m — 1)
a |m + 1). Tyto pozadavky spliiuje naptiklad transformace

Im) = —=(Im —=1) +|m+1)).

1
V2
Ta ale neni podle pravidel kvantové mechaniky korektni. Neni totiz uni-
tarni, coz se projevuje tim, Ze nezachovavd pravdépodobnost nalezeni
castice kdekoli, ktera musi byt po kazdém kroku rovna jedné. Uvazujme
napiiklad ¢astici ve stavu superpozice

1
ﬁ(\—1>+\1>),
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kdy se ¢stice nachdzi s pravdépodobnosti [¢_1|* = [¢1]> = 1 na pozici
—1 nebo 1. Po jednom kroku kvantové prochazky by se stav Castice
zménil na superpozici

1 1
-2 —12).
S1=2)+10)+ 5[2)

Takovy stav by ale odpovidal situaci, kdy castici miizeme najit na po-
zicich —2 nebo 2 s pravdépodobnosti [¢)_s|* = [1)s]? = %, a navic na
pozici 0 s pravdépodobnosti |1y|?> = 1. Celkova pravdépodobnost na-
lezeni c¢astice by tedy byla vétsi nez jedna. Tento problém lze vyftesit
tak, ze Castici pridame dalsi stupen volnosti, napiiklad spin, ktery mi-
zeme chapat jako kvantovou variantu mince. Podobné jako v klasické
prochazce hodnota mince L, resp. R, ¢astici urcuje, jestli méa jit doleva,
resp. doprava. Mince je vSak nyni kvantovy objekt, jejim hodnotam L a R
odpovidaji stavy |L) a |R). Obecny stav kvantové mince je pak popsin
libovolnou superpozici téchto bazickych stavi. Minci navic musime za-
hrnout do celkového popisu stavu kvantového chodce. Jeho obecny stav
je pak dan superpozici ve tvaru

|¢> = Z (wm,L‘m’ L> + wvalma R>) :

m

Cisla Ym,L, T€SP. ¥, R, jsou amplitudy pravdépodobnosti nalezeni ¢as-
tice na pozici m s minci ve stavu L, resp. R. Pravdépodobnost nalezeni
¢astice na pozici m je

P(m) = |wm7L 2 + ‘me’%‘Q-

Jeden krok kvantové prochazky je pak sloZen ze dvou c¢asti. Nejprve
si chodec hodi minci beze zmény své aktualni pozice. Tato ¢ast kroku je
popséana naptiklad transformaci

jm, L) %<|m,L>+|m,R>>,
1
7

Ve druhé ¢asti kroku dojde k samotnému posunuti ¢astice podle hodnoty
mince, coz muzeme popsat pravidly

|m, R) — (lm, L) —|m, R)).

‘maL> - |m - 17L>7
|m, R) = |m+ 1, R).
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Lze ukazat, Ze pro takto definovanou kvantovou prochazku se celkova
pravdépodobnost nalezeni ¢astice zachovava.

Pro ilustraci se podivejme, jak bude vypadat vyvoj kvantové pro-
chéazky na piimce v nékolika prvnich krocich. Reknéme, Ze v ¢ase t = 0
Castice zacind prochazku v pocatku s minci ve stavu R. Jeji pocatecni
stav je tedy

[(t =0)) =10, R).

Po jednom kroku kvantové prochézky tento stav prejde v superpozici

1
lp(t=1)) = E(\ - LL)—|LR)).

Pokud bychom se v tuto chvili rozhodli urcit polohu ¢astice mérenim, pak
snadno zjistime, Ze ji mizeme nalézt s pravdépodobnosti % na pozicich
—1 nebo 1. To je stejné pravdépodobnostni rozdéleni jako v klasické na-
hodné prochazce. Navic, po méreni v kvantové mechanice dochazi k tzv.
kolapsu vlnové funkce, kdy se ze vSech moznosti obsazenych v super-
pozici ndhodné vybere jedna z nich. Méfeni tedy zméni stav kvantové
¢astice. Pokud budeme mé¥it pozici castice po kazdém kroku kvantové
prochazky, dostaneme jednu ndhodnou trajektorii. Statistické rozdéleni
nadhodnych trajektorii bude zcela identické jako pro klasickou nahod-
nou prochazku. Aby se kvantovd prochazka lisila od klasické ndhodné
prochéazky, musime ¢astici nechat volné vyvijet a jeji polohu mérit az
po né&jakém predem daném poctu krokt n. Pak bude kazdé trajektorii
odpovidat ne pravdépodobnost, ale amplituda pravdépodobnosti. Rlizné
trajektorie vedouci do stejného bodu budou mezi sebou interferovat. Vy-
sledkem bude pravdépodobnostni rozdéleni podstatné odlisné od klasické
nahodné prochazky.

Vratme se nyni k nasi kvantové prochézce. Bez méfeni polohy bude
stav ¢astice po dvou krocich popsany superpozici

9t =2) =5 (1~ 2. L)+ [0, R) ~ [0,L) + |2, R)).

I ted bude pravdépodobnostni rozdéleni pozice ¢astice stejné jako pro
klasickou prochazku. Teprve po tfetim kroce kvantové prochéazky dojde
poprvé k interferenci riznych trajektorii. Stav kvantové Castice je dan
superpozici

[(t = 3)) = (I-3,L)+|-1,R) -2]1,R) +[1,L) — [3,R)).

1
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Pravdépodobnostni rozdéleni polohy po tfech krocich kvantové pro-
chazky

1
=3
uz je odlisné od klasické nadhodné prochazky, jak se miZeme snadno
presvédcit. Diky volbé pocatecéniho stavu mince R je kvantova castice
s vétsi pravdépodobnosti na pravé ¢asti piimky. Tato citlivost na poca-
tecni podminku je pro kvantové prochazky typicka. Diilezitéjsi je vSak
to, ze kvantova Castice se po pfimce §ifi rychleji nez klasické. D4 se totiz
ukazat, ze stfedni kvadraticka odchylka polohy pro kvantovou prochazku
roste linearné s poc¢tem kroku. Kvantova prochazka tak vice pfipomina
sifeni vlny nez difuzi.

Pro srovnani jsme v obr. 3 vykreslili pravdépodobnostni rozdéleni po
100 krocich klasické a kvantové prochazky. Rozdil mezi klasickou difuzi
a kvantovym sifenim vlny je evidentni.

1 1
P(-33)=3, P(-13) =3, P(1,3):§, P(3,3)

0.1+

P(m,n)

0.05 - g~ yn

ittt |

-100 =50 0 50 100

Obr. 3: Pravdépodobnostni rozdéleni pozice ¢astice po 100 krocich klasické na-
hodné prochazky (Sed4) a kvantové prochazky (Gernd). Pro klasickou nadhod-
nou prochazku je poloha popsédna binomickym rozdélenim (1). Jeho stfedni
kvadratickd odchylka o roste s odmocninou poctu krokt, coz je typické pro
difuzi. Naproti tomu u kvantové prochazky roste stfedni kvadraticka odchylka
linearné s poctem krokiu. Takové chovani je charakteristické pro sifeni viny.
Diky volbé po¢ateéniho stavu mince |R) je kvantova &stice s vétsi pravdépo-
dobnosti v pravé casti primky
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Vyuziti kvantovych prochazek

Kvantové prochazky tzce souviseji s teorii kvantové informace. Uka-
zuje se, ze pocitac, ktery by fungoval na principech kvantové mechaniky,
dokéze fesit nékteré ulohy podstatné efektivnéji nez klasicky pocitac.
Existuje naptiklad algoritmus pro efektivni prohleddvani neusporadané
databéze, ktery je zalozeny na kvantové prochézce [1]. Pod pojmem ne-
uspofadand databédze si mizeme predstavit tfeba telefonni seznam, ve
kterém ale chceme najit jméno podle ¢isla. Seznam je sice usporadan
abecedné, ale toto Fazeni s ¢isly nijak nesouvisi. Telefonni ¢isla jsou
v seznamu rozmisténa zcela ndhodné. Jakykoli algoritmus na klasickém
pocitaci by k prifazeni jména k danému telefonnimu ¢islu potieboval
v prumeéru ovérit polovinu prvka seznamu. Naproti tomu je mozné uka-
zat, ze pomoci kvantové prochazky by kvantovy pocita¢ dokazal najit
hledany zaznam uz po takovém poctu iteraci, ktery je ddn odmocninou
z celkového poctu prvki databaze.

Praktické realizace takového kvantového pocitace je vSak zatim ne-
dostupna. Prvni experimenty s kvantovymi prochdzkami [2, 3, 4] pfed-
vedly prochazku na pfimce, kterou jsme popsali v pfedchozi ¢asti. Ta ale
pro implementaci vyhledavaciho algoritmu nesta¢i. Aby totiz kvantova
prochéazka urychlila prohledavani, musi byt databaze reprezentovana ale-
spon dvourozmérnym grafem. I takové kvantové prochazky je dnes mozné
pfipravit v experimentech [5]. Pro jejich vyuziti ve vyhledavacim algo-
ritmu je vSak tfeba jesté prekonat fadu prekazek tykajicich se zejména
pripravy pocatecniho stavu a presnosti jednotlivych operaci.

Vyuziti kvantovych prochézek vSak neni omezeno jen na vyhledavaci
algoritmy. Ukazuje se, ze kvantové prochazky mohou slouzit jako za-
kladni stavebni kdmen budoucich kvantovych pocitaci [6]. Zajimavé jsou
i aplikace kvantovych prochazek mimo oblast kvantové informace. Po-
moci kvantovych prochazek je napfiklad mozné popsat koherentni pfenos
energie v molekularnich fetizcich. V tomto ohledu mohou byt kvantové
prochéazky generickym procesem pii modelovani vlastnosti novych funké-
nich materiald.
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Matematicky silomér na detekci
socialnich interakci

Milan Krbdlek, FJFI CVUT, Praha

Abstract. Maybe you never thought of it, but during an ordinary walk in the
streets, during moving on the escalator or travelator at the airport there exist
between you and nearby pedestrians certain force interactions, which influ-
ence the movement of the entire group of people. Moreover, the denser traffic
causes stronger interactions. In the most of the cases, however, such an in-
teraction is not like typical physical forces. The reason is that there are no
physical contacts among persons. In fact these contacts are represented by the
so-called socio-physical interactions when a certain social impulse (eg. an effort
to prevent the meeting with unpopular person) leads to a change of physical
parameters of your route. Are such forces measurable in principal? Is it possi-
ble to describe the attraction among distant humans qualitatively? Although
it seems that not, the opposite is true. Let’s show you some instruments how
to measure social forces.

Seznameni s problematikou
Je-li nasim cilem detekce socio-fyzikalnich sil uvnit¥ pohybujici se sku-
piny osob, je tfeba nejprve rozhodnout, které socidlni systémy budou
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