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Matematicky silomér na detekci
socialnich interakci

Milan Krbdlek, FJFI CVUT, Praha

Abstract. Maybe you never thought of it, but during an ordinary walk in the
streets, during moving on the escalator or travelator at the airport there exist
between you and nearby pedestrians certain force interactions, which influ-
ence the movement of the entire group of people. Moreover, the denser traffic
causes stronger interactions. In the most of the cases, however, such an in-
teraction is not like typical physical forces. The reason is that there are no
physical contacts among persons. In fact these contacts are represented by the
so-called socio-physical interactions when a certain social impulse (eg. an effort
to prevent the meeting with unpopular person) leads to a change of physical
parameters of your route. Are such forces measurable in principal? Is it possi-
ble to describe the attraction among distant humans qualitatively? Although
it seems that not, the opposite is true. Let’s show you some instruments how
to measure social forces.

Seznameni s problematikou
Je-li nasim cilem detekce socio-fyzikalnich sil uvnit¥ pohybujici se sku-
piny osob, je tfeba nejprve rozhodnout, které socidlni systémy budou
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predmétem naseho zajmu. Protoze jisté nelze zkoumat vSechny takové
systémy jedinym pristupem, vybereme v tuto chvili pouze ty, které re-
prezentuji nejfrekventovanéjsi a nejzajimavéjsi pripady. Soustifedime se
pritom na soubory s mensim stupném volnosti pohybu osob, kde bude
detekce interakci jist€ snazsi. Idedlni variantou budou tedy logicky sou-
bory jednorozmérné, nebo kvazi-jednorozmérné, které jsou reprezento-
vany nékolika paralelnimi jednorozmérnymi systémy.

Do nasi specifikace tudiz spadd néasledujici problematika: pohyb
chodcti v koridoru, pohyb vozidel na jednoproudé nebo viceproudé ko-
munikaci, pohyb osob po letistnim pasovém travelatoru, ¢i rozmisténi
vozidel v blizkosti fizenych kfizovatek. To jsou systémy, které cas od
¢asu vykazuji specifické znaky saturace, kdy nadmérné mnozstvi osob
(vozidel) zptisobi razantni pokles toku. Tyto jevy jsou pro studium socio-
fyzikalnich zakonitosti nejzajimavéjsi, nebot prave pifi nich dochézi k ze-
silovani vlivu vzdjemnych interakci. V saturovanych stavech je mozné
snaze rozklicovat miru vzdjemnych pritazlivych ¢i odpudivych sil mezi
jednotlivymi osobami (vozidly).

Rezimy dopravniho proudéni

Uvazujme obecny jednorozmérny systém interagujicich agentt (chod-
ct, fidi¢t). Takovy systém se miZe principidlné nachézet ve dvou sta-
vech.

Prvnim z nich je tzv. volny rezim, kdy je zGcCastnénych agentt v sys-
tému mensi mnozstvi, a tudiz si velmi mélo brani v pohybu. Pfi takové
konstelaci nartistd tok v systému (tj. pocet agentt, ktefi projdou da-
nym mistem za jednotku ¢asu) linedrné s hustotou (tj. s po¢tem agenti
na jednotce délky). Tato féze je pro studium agentnich interakci méné
zajimavéa, nebot meziagentni sily jsou v tomto pfipadé zanedbatelné.

Naproti tomu v tzv. synchronizovaném reZimu, kdy hustota v sys-
tému prekrodi jistou kritickou mez, jsou vzajemné interakce natolik pre-
vazujici, Ze navzdory nartistajici hustoté hodnota toku vyrazné klesa.
Objevuji se jevy tzv. kongesce, lidové fe¢eno dopravni zacpy.

Velmi hezky jsou obé faze zachyceny na obr. 1. Zatimco v levé ¢asti je
zietelné vyobrazena linearni zavislost toku na hustoté, pro vyssi hustoty
1ze snadno odhalit pokles toku, ale také vyraznou stochasticitu systému.
Tento graf, nazyvany nejcastéji fundamentalnim diagramem, je nejcha-
rakteristi¢téjsim ndhledem do dynamiky vSech agentnich systému.
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Obr. 1: Fundamentélni diagram automobilové dopravy. Jedna se o zavislost
dopravniho toku (Traffic Flow) na dopravni hustoté (Traffic Density).

Komplikace na tivod

Pred vlastni detekci interakénich sil je zapotiebi rozvazit, zda je nas
obecny agentni soubor systémem deterministickym ¢i statistickym. Za-
timco v deterministickych systémech je mozno na zakladé znalosti in-
terakénich schémat a pocatecniho rozlozeni ¢astic odvodit pfesny casovy
vyvoj systému (véetné presnych lokaci vSech ¢astic), ve statistickych sys-
témech tomu tak neni. Ackoliv i zde lze predikovat ¢asovy vyvoj systému,
tak predpovidat polohy ¢i rychlosti jednotlivych elementi 1ze pouze sto-
chasticky, tedy uzitim pravdépodobnostniho popisu. Pro ilustraci: de-
terministickym systémem je napt. kdmen vrzeny vodorovné v gravitac-
nim poli, stochastickym systémem je systém molekul v mistnosti o fixni
teploté. Zatimco v pripadé vodorovného vrhu jsme s to urcit pfesnou
trajektorii kamene, pro molekuly v mistnosti budeme schopni vypocitat
pouze prameérné hodnoty jejich rychlosti, popft. rozptyly rychlosti.

Je tedy nas agentni soubor systémem deterministickym nebo stochas-
tickym? Odpovéd neni tézké nalézt. Pfedstavme si dvacet rtiznych Fi-
di¢t (pro jednoduchost ve voze stejného typu), ktefi dojizdéji k prahu
krizovatky po naskoceni cerveného signalu. Pokud by systém vozidel byl
systémem deterministickym, museli by vsSichni fidi¢i za stejnych podmi-
nek zastavit v naprosto stejné vzdélenosti od prahu kfizovatky. To ale
jisté nenastane. Kazdy tidi¢ totiz vyhodnocuje aktudlni stav individu-
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alné a o dalsim déni rozhoduje podle svych navyk, reakénich schopnosti
a fidi¢skych dovednosti. Mame tedy zjevné co do ¢inéni se systémem sto-
chastickym. To ndm bohuzel ponékud komplikuje cestu k vyfeseni naseho
ukolu.

Mikroskopicky popis agentniho systému

Chceme-li analyzovat socio-fyzikalni sily, které jsou z podstaty zkou-
mané problematiky pfimo neméritelné, je tfeba pro dany agentni sys-
tém nalézt urcité znaky, do kterych se hledané interakcni sily promitaji.
Otéazkou tedy je, na jakych veli¢indch lze pozorovat zmény v interakc-
nich sildch mezi agenty. V ¢em se napfiklad projevi, ze se dva agenti
vzajemné odpuzuji?

Prevazuji-li mezi agenty siln€jsi odpudivé sily, pak je jisté méné prav-
dépodobné, Ze se takovi agenti vyskytuji pobliz sebe. Tedy pravdépo-
dobnost, ze jejich vzdalenost je maléd, bude v porovnani se vzdalenymi
agenty nepatrné. Odsud uZ neni tézké nahlédnout, Ze bude vyhodné pte-
jit k pravdépodobnostnimu popisu mikrostruktury agentniho systému.
Variant je vice, ale my se zde pfidrzime osvédceného zptsobu. V jedno-
rozmérném systému o N + 1 agentech oznac¢ime vzdalenosti mezi sou-
sednimi agenty symboly s1, o, ..., sy. Veli¢ina p(s) pak bude oznacovat
hustotu pravdépodobnosti pro vzdalenost agenti, coz znamené, Ze inte-

gral
B
/ p(s)ds
[e%

reprezentuje pravdépodobnost, ze vzdalenost dvou sousednich agentii lezi
v intervalu (o, 8). Nutné tedy [;° ¢(s) ds = 1. Veli¢inu p(s) nazyvé od-
borna literatura nejcastéji terminem headway distribuce. Z logiky véci je
jasné, ze jeji tvar reprezentovany grafem funkce y = p(s) v sobé zrca-
dli silové ptisobeni mezi agenty. Jak takovy graf miize vypadat? Pojdme
se podivat na vybrané zastupce. Na obr. 2 je vyobrazena hustota prav-
dépodobnosti pro odstup vozidel ¢ekajicich na zeleny signal na fizené
kifizovatce. Graf byl pofizen pfimym méfenim na kiiZzovatkach v Praze,
Pardubicich a Hradci Kréalové. To, ze hodnoty funkce @(s) pro malé
vzdalenosti prudce klesaji, jasné potvrzuje pfitomnost vyraznych odpu-
divych sil mezi za sebou jedoucimi vozidly. Pro srovnani je na obrazku
také vykresleno pravdépodobnostni rozlozeni odstupt mezi chodci pohy-
bujicimi se volné v tzkém koridoru. Mala hustota chodct zde zpiisobuje
mizivé interakce, coz se v grafu headway distribuce projevuje velkymi

Roénik 90 (2015), ¢islo 1-2 33



MATEMATIKA

hodnotami funkce p(s) pro malé vzdélenosti s.

1.4 . . :
x * Prague - crossroad 1
1ol x ® Prague - crossroad 2||
. :':’i‘ o ¢ Pardubice
.: M '* = Hradec Kralove
s ‘_’ ¢y | Chodci
23 * e
S o8 e d ]
] ° ]:: »
° u [
0.6} : 1
2 e
|
0.4r
0.2
O M FORTES,
0 0.5 1 1.5 2 25

Odstup vozidel s

Obr. 2: Empirické hodnoty hustoty pravdépodobnosti pro vzdalenost dvou za
sebou stojicich vozidel ¢ekajicich na zeleny signal. Méfeni byla provadéna na
nékolika eskych kiiZovatkach (viz legenda). Carovym grafem je znazornéna
hustota pravdépodobnosti pro volné se pohybujici chodce.

Obecny charakter interakénich sil

Diive nez pristoupime k samotné detekci socio-fyzikalnich sil, pojdme
se zamyslet nad obecnymi znaky, které takové sily maji. Jednim z nich je
jejich omezeny dosah. To znaci, ze prekroci-li vzdalenost mezi agenty jis-
tou mez (oznacme ji Skyit), pak je interakéni sila nulova (nebo naprosto
zanedbatelnd). V jednorozmérném systému musi také dosud nezndmaé
sila garantovat neménnost poradi agentti. Toho lze matematicky docilit
tak, Ze pro vzdalenosti bliZici se nule poroste odpudiva sila (tu ozna¢me
symbolem F'(s)) nade vSechny meze. Dalsi o¢ekdvanou vlastnosti inter-
ak¢nich sil je jejich spojitd zévislost na vzdalenosti. U funkce F(s) tedy
neo¢ekavame na intervalu (0, skyit) Zddnou nespojitost. Posledni obecny
poznatek, ktery sile F'(s) pfitkneme, je jeji jednoduchost. Ze zkuSenosti
s vSeobecné uznavanymi pfirodnimi principy vyplyva, ze vsechny ele-
mentérni sily (gravitacni, elektromagneticka, tihova atd.) jsou popsény
jednoduchou matematickou zavislosti na vhodné fyzikalni veli¢iné. Pro
nase ucely se tudiz nabizi néasledujici jednoparametricka tfida interakc-
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nich sil:

F(s) = (1)

—s7% s € (0, Skrit),
{ 0 § 2 Skrit-
Pokud vSechny pfredbézné stanovené vlastnosti skutecné koresponduji
s realitou agentnich sil, pak mezi parametry « € (0, +00) existuje néjaky,
pro ktery reprezentuje pfedpis (1) kvantifikovanou socio-fyzikalni silu.

JelikoZ je hodnota funkce s~ pro s > sy obtizné odliSitelnd od
nuly, lze s vyhodou ptedpis (1) zjednodusit na tvar F(s) = —s~“ pro
s > 0. Pro ucely dalsich vypocta pak jesté zbyva pfedstavit interakéni
potencidl ¢(s), jenz funkce F'(s) generuje. ProtoZe vazba mezi potencia-
lem a silou je popsana zndmym vzorcem F'(s) = —¢'(s), rozpada se ndm
spektrum hodnot parametru o do nasledujicich pripadii:

i typ potencidlu hodnota parametru tvar potencidlu
1 mocninny a € (0,1) o(s) = —511%:

2 logaritmicky a=1 p(s)=—1Ins

3 slaby hyperbolicky a€(1,2) o(s) = 25 ===
4 | vyvazeny hyperbolicky a=2 p(s) =1

5 silny hyperbolicky a € (2,+00) o(s) = 5 ==

Fyzikalni model jednorozmérného agentniho plynu a jeho ma-
tematické feSeni

Na zékladé predeslych tvah lze nyni pomérné snadno zformulovat
zjednoduseny fyzikalni model simulujici evoluci agentnich systémi. Uva-
Zujme pro jednoduchost kruhovy nebo linedrni systém agentt (ilustracni
obr. 3), ktef{ se navzajem odpuzuji prostfednictvim interakéniho poten-
cidlu p(s), ktery je zaveden jako tzv. kratkodosahovy. To tedy znamena,
Ze spolu pifimo interaguji pouze sousedni agenti, tj. interakce vzdalenéj-
Sich agenti je pouze zprostfedkovana. Nedeterministi¢nost zkoumaného
systému zarucime pritomnosti statistického Sumu, jehoz hladina bude
popsana koeficientem 3 > 0, ktery byva Casto nazyvan inverzni termody-
namickou teplotou. Nulova hodnota parametru S signalizuje maximéalni
zasumeéni systému, zatimco vysoké hodnoty koresponduji s vyraznéji po-
tlacenym Sumem.
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Obr. 3: Kruhova varianta agentniho modelu. Céstice reprezentuji vozidla na
jednorozmeérné komunikaci, popi. chodce v tzkém koridoru, ktery neumoznuje
vzajemné predchazeni.

Takto definovany agentni systém ma tu velkou vyhodu, Ze je FeSitelny
matematickymi prostfedky. S pomoci teorie integralnich transformaci lze
pak pro takovy systém kromé jiného odvodit i analytickou predikci pro
zminovanou headway distribuci. Ta je pro nas pripad tvaru

p(s) = Ae=P¥(8)g=Ds,

kde A a D jsou konstanty zavislé na hodnoté parametru 8. Srovninim
teoretickych kiivek y = p(s) s histogramy ziskanymi méfenim a néasled-
nou aplikaci standardnich statistickych komparatort lze urcit, pro jaké
hodnoty hledaného silového parametru o je soulad mezi teorii a realitou
nejpresvedcivéjsi. Jak bylo provéreno fadou dalsich srovnéavacich studii a
jak je také ilustrovano na obr. 4, optimalni hodnotou silového parametru
je a = 2. Odpuzovani mezi blizkymi chodci, popf. vozidly se tedy podle
vyse uvedenych zjisténi déje podle podobného principu, jako je tomu
napf. u dvou souhlasné nabitych téles. Zjisténa socialni repulze je totiz
nepfimo umérna kvadratu vzdalenosti dotcenych agentti v analogii s cou-
lombovskymi silami v elektromagnetickych systémech ¢i newtonovskymi
silami v systémech gravitac¢nich.

Zahada socialnich repulzi

Metody matematické detekce socialnich sil tak, jak jsme je predstavili
v tomto ¢lanku, umoznuji nahlédnout do nitra meziagentnich interakci a
kvantifikovat hladinu vzajemného odpuzovani mezi prostorové blizkymi
osobami. Ponékud piekvapivym zjisténim tohoto vyzkumu je fakt, Ze se
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takové interakce déji podle interakéniho zakona

konst.
F(S) = 52 )

tedy Ze silové ptisobeni klesd pravé se ¢tvercem vzdalenosti. Proc¢ se so-
cialni repulze idi stejnym pravidlem jako interakce gravitacni ¢i elektro-
magnetickd? Je tato shoda nahodna nebo naopak predstavuje zakonity
dtisledek jistych vazeb mezi socidlnimi a fyzikalnimi procesy? Odpovéd
neni zcela jisté jednoducha. Nicméné jednu tivahu si zde prece jen dovo-
lit mazeme. JestliZze je mozek ¢lovéka z bézného fungovani véci uvykly
na jistou zavislost interakénich sil, je pro néj zfejmé prirozené prenést
podobné principy i do systému socialnich. Z tohoto pohledu jiz neni zjis-
téni hodnoty silového parametru « natolik pfekvapujici. Dost mozna,
ze podobnou zakonitost jako u skupin pohybujicich se osob védci casem
odhali i u jinych pfirodnich systémi.
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Obr. 4: Srovnani teoretickych predikci s empirickymi daty vyobrazenymi na
obr. 2. Prerusovana krivka predstavuje analytickou kiivku vykreslenou pro
hodnoty o = 2 a 8 = 0. Naproti tomu plna kfivka byla ziskana pro a = 2 a
B =2,32.
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Pouceni nejen o Newtonovych bycich

Jaromir Kukal, FJFI CVUT, Praha

Abstract. The classical algebraic problem of three pasturelands and bulls is
expressed as a simple mathematical model with unknown parameters. Then,
the model is generalised for an arbitrary number of pasturelands and enriched
with the rounding of the time data. This problem results in the solution of
a system of linear inequations with the use of Fourier elimination method.
However, the given problem can also be considered a model confronted with
real data with measurement error. The article compares three ways of ba-
lancing the measurement error according to Gauss, Chebyshev and Laplace.
The model of grazing down the grass is so simple that all the three ways are
easy to perform algorithmically. This can be interesting for both the mathe-
matical experts looking for the motives for their first attempts at computer
programming and experienced computer programmers looking for new ways.

Slovni tlohy se zemédélskou problematikou nejsou vyslovené popu-
larni. Mozné je to tim, Ze jejich autofi chdpou uvedeny obor lidské ¢in-
nosti jako prilis trividlni, coz se odrazi v zadani a posléze i v feseni. Jako
nezemeédélce mé nadchla stard Newtonova tloha o bycich, ktefi spasali
prubézné dortstajici travu. Klasik fyziky v ni ukazuje jednoduchy dyna-
micky systém, ktery je mozné studovat pouze algebraickymi metodami.
Na uvedené tloze mé nejvice provokuje metodika uréeni doby vypaseni
veskeré travy v ohradé a jeji pfipadna chyba. Jejim rozborem se dé do-
spét i k pastvinadm a la Fourier, Gauss, Cebysev ¢ Laplace.

Pastevecka slovni tiloha
Traduje se, ze Newton kdysi vymyslel nasledujici slovni tlohu:

Tr byci spasou dva akry trdvy za dva dny. Dva byci spasou dva akry
travy za C¢tyri dny. Za kolik dni spase pét byki Sest akri travy?
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