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MATEMATIKA

|. Barycentrické souradnice na primce

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstract. This is the first part of a series of three articles introducing the
concept of barycentric coordinates. It deals with the coordinates on a straight
line.

Uvod

Zavedeni algebraickych metod do geometrie, které se vSeobecné pfi-
pisuje René Descartovi (1596-1650), znamenalo v historii matematiky
velmi vyznamny, témér revolucni krok v popisu geometrickych objektt
a TeSeni geometrickych tloh.

Nasledujici série t¥ ¢lankt ma za cil sezndmit ¢tenare s barycentric-
kymi soufadnicemi, v tomto tvodnim ¢lanku se soufadnicemi na pfimce.
Druhy c¢lanek se bude vénovat barycentrickym soufadnicim v roviné a
prostoru. Obsahem tfetiho ¢lanku pak bude fada aplikaci, ukdzeme uzi-
te¢nost barycentrickych souradnic pfedevsim na diikazu véty Menelaovy,
Ceévovy a Routhovy (Menelaus z Alexandrie (asi 70—asi 130), Giovanni
Benedetto Céva (1647-1734), Edward John Routh (1831-1907)).

Systém barycentrickych soufadnic zavedl v monografii [3] v roce 1827
August Ferdinand Mdébius (1790-1868). Poucnou kapitolu tykajici se ba-
rycentrickych soufadnic najdeme v Uvodu do Geometrie Harolda Scotta
MacDonalda Cozetera (1907-2003) [1]. Dodejme jesté, ze barycentrické
soufadnice nasly v soucasnosti uplatnéni v pocitacové grafice (viz napf.
2] a [4)).

Barycentrické souradnice na pfimce

Zacnéme definici téZisté (barycentra) dvou ,ohodnocenych bodu*
(A ha) a (B,hp), tj. dvou riiznych bodi A a B ohodnocengch ¢&isly
ha a hp spliujicich podminku hy + hp # 0. P¥ipomenime, Ze v piipadé
ha >0 a hp > 0 interpretujeme ve fyzice tato ¢isla h4 a hp jako hmot-
nosti koncentrované v bodech A a B. K této reprezentaci se jesté vratime
nize.
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Pro dané ohodnocené body (A,hs) a (B,hp) existuje jednoznacéné
bod T spliujici vektorovou rovnost

hAﬂ—FhBﬁ:d (1)
a ta je v dtsledku ﬁ = ﬂ + E ekvivalentni s rovnosti

(ha+hg) TA + hy AB =0,

a odtud

hp
AT = ha+hp AB. @

vy

cengjch bodii (A,ha) a (B, hp), na pfimce uréené body A a B. Budeme
psat
T= {(A7 h’A)’ (Ba hB)}

Body A a B jsou body lezici v prostoru P, a proto lze oc¢ekavat, ze

My

budou mit vztah nejen k bodiim na pfimce AB, ale ke vSem bodum
v prostoru P. Tento vztah je vyjadfen nasledujicim tvrzenim.

vy

Je-li X libovolny bod prostoru P a T téZisté ohodnocenych bodi
(Aa hA) a (Ba hB); potom

hAXz-‘thﬁ:(hA-f—hB)ﬁ. (3)

To je velmi zavazny vztah, ktery plyne bezprostfedné z néasledujiciho
tvaru rovnosti (1),

ha (TX + XA) + hy (TX + XB) = 0.
Thned téz vidime, Ze pro libovolné k # 0 je
{(Aa hA)7 (Bv hB)} = {(Aa khA)v (B’ khB)}

aze {(4,1),(B,0)} =Aa{(A4,0),(B,1)} =B.
Je-li hy # 0, rovnost (2) lze pfepsat do tvaru

__4 _hs
ﬁ_l—kqlﬁ’ kdeq—hA;wé 1.
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(A,ha) a (B,hg) pro vhodné hodnoty h4 a hp. Je-li totiz r libovolné
realné ¢islo, r # 1, potom

r L .. q
= — spinuje rovinicl — =T,
4= 7, Py 1+q

a tedy kazdy bod X # B na pfimce AB je tézistém pro vhodné ohod-
ha=0, hg #0.

Velmi zasadni je skutecénost, Ze je kazdy bod pfimky AB (aZ na ne-
nulovy nésobek) tézistém jednoznacné urceného ohodnoceni hyu, hg.
Pozadujeme-li tedy, aby ohodnoceni spliiovalo (normaliza¢ni) podminku

ha+hp =1,

je kazdy bod X pfimky AB jednozna¢né popsan dvojici redlnych ¢isel

Vv

X:{(AvaX)v(Bva)}' (4)

Definice. Tuto jednozna¢né uréenou dvojici (ax,bx), ax + bx = 1,
kterd spliiuje vztah (4), nazveme barycentrickymi soufadnicemi bodu
X ={(4,ax), (B,bx)}. Jsou to barycentrické soutadnice bodu X vzhle-
dem k dvéma (réiznym) bodim A a B.

Poznamka. Znovu zdliraznéme, Ze nase definice vyZaduje, aby barycent-
rické soufadnice (ax,bx) splitovaly podminku ax +bx = 1. Takové sou-
fadnice jsou nékdy v literatuie nazyvany normalizované barycentrické
souradnice nebo izobarycentrické souradnice, na rozdil od barycentric-
kych souradnic, které jsou chapany jako mnozina vSech nasobkd dvojice
(ax,bx), tj. jako mnoZina vSech (a,b) = (kax, kbx), kde k je libovolné

nenulové realné ¢islo. Takto chapané souradnice jsou homogenni a prosté
b

ax = aLer a bX = atb"

Poznamenejme, ze barycentrické souradnice bodu X polopfimky ur-
¢ené bodem A (tj. ,vlevo“ od A) spliiuji nerovnost ax > —bx > 0,
aa = 1, barycentrické souradnice bodt lezicich mezi A a B jsou kladné,
bp = 1 a barycentrické soufadnice bodt X polopfimky uréené bodem B
(tj. ,vpravo“ od B) splituji nerovnost by > —ax > 0, viz obr. 1.
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X: A B
Py Py ‘e Py (&) Py Py
% N\
(ax,bx): (3,—%) -3 (1,0) (33) (0,1) (=33 (-12)
Obr. 1

Zde se samoziejmé nabizi ukézat na souvislost s grafem piimky
x+y = 1 v roviné s kartézskymi soufadnicemi x a y. Obr. 2 identi-
fikuje barycentrické souradnice bodi na této primce s jejich kartézskymi
souradnicemi.

Obr. 2: Porovnejte s obr. 1

Vsimnéme si, Ze v pfipadé ax > 0, bx > 0 bod X rozdéluje usecku AB
v pomeéru vyjadieném pravé jeho barycentrickymi soufadnicemi. Uvi-
dime, Ze v roviné budou barycentrické souradnice v takovém piipadé vy-
jadfovat pomér obsahu jistych trojuhelnikd, v prostoru pomér objemu
jistych ctytsténd atd.

Nyni jesté vyjasnéme souvislost mezi kartézskymi a barycentrickymi
soufadnicemi. Body A a B lezi v prostoru a ten je obecné n-rozmérny
pro libovolné n > 1. My se omezime na piipad n < 3 (uz jen proto,
ze pro libovolné n je zobecnéni pouze formalni zalezitosti), prostorem P
budeme rozumét trojrozmérny prostor.

Necht je tedy (O;ei, é3,€3) systém prostorovych (ne nutné pravouh-
Iych) soufadnic a kazdy bod X € P je v ném popsan svymi soufadnicemi
X = (21,9, 23). Tedy plati

O0X = L1611 + T2€s + XT3€3.
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Jestlize A = (a1, a2,a3) a B = (b, ba, b3), potom

haa1 + hpby haas + hgbs haas + hgbs
{(Aha), (B, hg)} ( ha+hp ° ha+hp ° hathp )

To plyne bezprostiedné z rovnosti (3), polozime-li X = O. Pro bary-

Vv

T = (aray + brbi, aras + brbs).

Pfiklad 1. Necht (A4,3) a (B,—7) jsou dva ohodnocené body, jejichz
rovinné kartézské soufadnice jsou A = (—2,1) a B = (2, 3). Urcete jejich

v

Reseni: Barycentrické soufadnice tézisté jsou (ar,br) = (=3, 1), kar-

tézské soutadnice T = (=32572 31=T3) — (5 2) g podle (2),

-7 7

|AU|: |AV|=4:7.

"--':.<

OIS

Ne.

A B
Obr. 3

Priklad 2. V roviné jsou dany dva body A a B. Urcete geometrické misto
boda X této roviny, pro néz plati

2XA + XB| = |AB|. (5)
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Reseni: Toto je piiklad, ktery ilustruje poznédmku uvedenou pied rov-
nosti (3). Jedné se zde o vsechny body X roviny, v niz lez{ pfimka AB,
které spliiuji rovnost (5). Uvazujme ohodnocené body (A4,2) a (B,1) a

My

rovnosti

OXA— XY, 2XA+XB—XZ, ﬁzéﬁ.

Odtud \)ﬁ | = % |ﬁ |, a tedy geometrickym mistem bodit X je kruznice
o stfedu T a poloméru 1 L@ |-

Obr. 4

Priklad 2 mzeme samoziejmé formulovat pro prostor P, tj. uvazovat
vSechny body X prostoru P splitujici podminku (5).
Umite odtvodnit, ze geometrickym mistem takovych bodi je kulova

plocha o stiedu T a poloméru § |/ﬁ |?

Piiklad 3. Necht T je barycentrem ohodnocenych bodi (4,a) a (B,b).

Definujme bod V' podminkou T_>V = 1@ Urcete barycentrické sourad-
nice bodu V' vzhledem k bodim A a B.

Resent usnadni obr. 1. Barycentrické soufadnice bodu T jsou (aLer’ aLer)

a soufadnice bodu V' jsou (45 — 1, aL+b +1) = (a_—fb, ‘Zfbb). Zkontrolujte
vysledek pro specidlni hodnoty a a b.

Naleznéte barycentrické souradnice bodu W, ktery je definovan po-

moci VW = 3@.
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Nakonec se jesté vratme k slibené fyzikdlni interpretaci barycentric-
kych soufadnic, totiz k rovnosti momentu sil. Obr. 5 ilustruje situaci,
kdy ha >0, hg > 0 (vlevo) a kdy ha > 0, hp < 0 (vpravo).

ar=|TB]|

b ar —br

O

o
o
& N

Do =

(A,3)

SN}

barycentrické souradnice (ax,bx), X=A,B,T:

[ [95
S

(1,0) (5:%) (0,1) (3.-%) (1,0) (0,1)

)

Literatura

[1] Coxeter, H. S. M.: Introduction to Geometry. Druhé vydani, John Wiley
& Sons, New York-London—Sydney—Toronto, 1969.

[2] Dunn, F., Parberry, L.: 8D Math Primer for Graphics and Game Develop-
ment. Wordware Publishing, Inc., Plano, Texas, 2002.

[3] Mobius, A. F.: Der baryzentrische Calcul, ein neues Hiilfsmittel zur ana-
lytischen Behandlung der Geometrie. Johann Ambrosius Barth, Leipzig,
1827.

[4] Salomon, D.: Computer Graphics and Geometric Modeling. Springer-
Verlag, New York, 1999.

Roénik 91 (2016), ¢islo 1 7



		webmaster@dml.cz
	2019-02-01T10:18:36+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




