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ZPRAVY

6. Posloupnost aj,as,... celych ¢isel vyhovuje nasledujicim podmin-
kam:
(i) 1 <a; <2015 pro kazdé j > 1;
(ii) k + ar # 1+ a; pro vSechna k a [l takova, ze 1 < k < [.
Dokazte, ze existuji dvé kladna cela ¢isla b a N takova, ze

n

> (a4 b)‘ <1007

j=m+1

pro vSechna celé ¢isla m a n spliiujici n > m > N. (USA)

9. stredoevropska matematickd olympiada

Lucie Ruzickovd, Gymndzium Christiana Dopplera, Praha

Ve dnech 25.-31. srpna 2015 se

) ve slovinském Koperu konal devaty

SLOVENIA Z0O15  rodnik Stiedoevropské matematické

olympiddy (MEMO). Soutéze se zi-

Castnilo celkem 60 soutézicich z deseti zemi (Rakousko, Chorvatsko,

Ceské republika, Némecko, Madarsko, Litva, Polsko, Slovensko, Slovin-
sko, Svycarsko).

Sesti¢lenny ¢esky tym, ktery byl vybran na zadkladé vysledkt tstied-
niho kola 64. ro¢niku MO a vybérového soustiedéni v Kostelci nad
Cernymi Lesy, tvotili: Filip Bialas (6/8 G Opatov, Praha 4), Vojtéch
Lukes (7/8 G Ludka Pika, Plzeni), Jan Petr (6/8 G Jana Keplera,
Praha 6), Daniel Pistak (7/8 G Christiana Dopplera, Praha 5), Lucien
Sima (7/8 PORG, Praha 8), Jan Sorm (7/8 G Brno, tfida Kapitana
Jarose 14). Vedoucimi ¢eského tymu byli doc. RNDr. Jaroslav Zhouf,
Ph.D., z FIT CVUT v Praze a PhDr. Lucie Ruzickovd, Ph.D., z Gym-
nazia Christiana Dopplera v Praze.

V ramci individudlni soutéze, ktera se konala ve ¢tvrtek 27. srpna
v prostorach Pedagogické fakulty Univerzity na Primorskem, fesili sou-
tézici v pribéhu péti hodin celkem ¢étyti tlohy z oblasti algebry, kom-
binatoriky, geometrie a teorie cisel. V patek 28. srpna pak probéhla
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v ucebnach koperské zakladni skoly tymova soutéz, kde kazdy tym spo-
lecné fesil celkem osm tloh. Za kazdou z tloh mohli soutézici ziskat
nejvyse 8 bodi. Zatimco tymovi vedouci opravovali feSeni svych sou-
tézicich a ucastnili se koordinace tloh v mezinarodni poroté, soutézici
vyrazili na vylet do hlavniho mésta Lublané a nasli si ¢as i na koupani
v mofi. V nedéli navstivili vSichni i¢astnici soutéze jeskyné v Postojné,
kde si nenechali uniknout ani typickou projizdku vlac¢kem po této slo-
vinské pfirodni zajimavosti.

o v ey

Obr. 1: Na fotografii zleva doprava: Jaroslav Zhouf a Lucie Ruzickova (vedouci
eského tymu), Vojtéch Lukes, Lucien Sima, Filip Bialas, Jan Sorm, Jan Petr
a Daniel Pistdk

Na nedélnim zavéreéném slavnostnim veceru byli oficidlné vyhlaseny
vysledky individudlni i tymové soutéze. V individualni soutézi bylo ude-
leno 6 zlatych, 9 st¥ibrnych a 18 bronzovych medaili. Jednim z drziteli
zlaté medaile byl také nas soutézici Filip Bialas, ktery ztratil pouze
jeden bod z maximalniho souctu a se ziskem 31 bodu obsadil délenou
t¥eti pricku. Jan Petr a Jan Sorm byli ocenéni ¢estnym uznanim za tplné
vyfeseni jedné soutézni tlohy. V tymové soutézi skoncil cesky tym na
7. misté s celkovym ziskem 36 bodt. Pro vSechny ceské reprezentanty
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byla Gcast na této prestizni mezinarodni soutézi zajimavou a cennou
zkuSenosti.

Obr. 2: Drizitel zlaté medaile Filip Bialas

Na zavér uvadime zadani vSech dvanacti soutéznich tloh. Vice infor-
maci o soutézi naleznete na adrese http://memo2015.dmfa.si.

Individuélni soutéz (27. srpna 2015)

Uloha I-1
Najdéte vsechny surjektivni funkce f: N — N takové, Zze pro vSechna
kladné cela ¢isla a a b plati pravé jedna z nasledujicich rovnosti:

fla) = f(b),
fla+0b) =min{f(a), f(b)}.
Pozndmka. N oznacuje mnozinu vSech kladnych celych ¢isel. Funkci

f: X — Y nazyvame surjektivni, jestlize pro kazdé y € Y existuje x € X
takové, ze f(z) = y.
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Uloha I-2

Necht n > 3 je celé &islo. Vnitrni dhlopricka jednoduchého n-ihelniku
je thlopticka, kterd celd lezi v tomto n-thelniku. Ozna¢me D(P) po-
¢et vSech vnitfnich thlopficek jednoduchého n-thelniku P a ozna¢me
D(n) nejmensi moznou hodnotu D(Q), kde @ je libovolny jednoduchy
n-uhelnik. Dokazte, ze zadné dvé vnitini uhlopficky jednoduchého
n-thelniku P se neprotinaji (pfipadné se protinaji pouze ve spoleéném
krajnim bodé¢), pravé tehdy kdyz D(P) = D(n).
Poznamka. Jednoduchy n-thelnik je mnohothelnik s n vrcholy, ktery
sam sebe neprotind. Mnohothelnik neni nutné konvexni.

Uloha I-3

Necht étyftahelnik ABCD je tétivovy. Necht bod E je priiseéikem
pfimek rovnobéznych s AC a BD prochazejicich po fadé body B a A.
Piimky EC a ED se protinaji s kruznici opsanou trojuhelniku AEB
déle po fadé v bodech F' a G. Dokazte, ze body C, D, F a G lezi na
jedné kruznici.
Uloha 1-4

Najdéte vSechny dvojice kladngch celych ¢isel [m, n], pro ktera existuji
vzajemné nesoud€lna cela ¢isla a a b vétsi nez 1 takova, ze

am + bm
a™ + bn
je celé cislo.
Tymova soutéZ (28. srpna 2015)
Uloha T-1

Dokazte, ze pro vSechna kladna realna Cisla a, b, ¢ takova, ze abc = 1,
plati nésledujici nerovnost:

a b c a4+ b2+
+ + <
20+c¢2  2c+a?  2a -+ b2 3

Uloha T-2
Urcete vSechny funkce f:R\ {0} — R\ {0} takové, zZe

fl@?yf(@) + f(1) = 2°f(2) + f(y)
plati pro vSechna nenulova realné ¢isla x a y.

44 Rozhledy matematicko-fyzikalni



ZPRAVY

Uloha T-3

V tadé stoji n studentt na pozicich od 1 do n. Zatimco se ucitel
diva jinam, néktefi studenti zméni své pozice. Kdyz se ucitel podiva
zpét, studenti opét stoji v fadé. Jestlize student, ktery byl ptvodné
na pozici ¢, je ted na pozici j, fekneme, Ze se tento student premistil
o |i — j| krokt. Urcete nejvétsi mozny soudet kroki, kterého mohou
vsichni studenti dosédhnout.

Uloha T4

Necht N je kladné celé ¢islo. V kazdém z N? jednotkovych étverci
tabulky N x N je zakreslena jedna z jeho dvou tuhlopticek. Zakreslené
uhlopficky rozdéluji tabulku NV x N na K oblasti. Pro kazdé N urcete
nejmensi a nejvetsi moznou hodnotu K.

Priklad pro N =3, K =7

Uloha T-5

Necht ABC je ostrouhly trojahelnik, kde |AB| > |AC|. Dokazte, Ze
existuje bod D s néasledujici vlastnosti: jestlize dva rizné body X a Y
lezi ve vnitini oblasti trojuhelniku ABC tak, ze body B, C, X a Y lezi
na jedné kruznici a plati

|LAXB| - |LACB| = |LCY A| — | LCBA|,

pak pfimka XY prochazi bodem D.

Uloha T-6

Necht I je stfed kruznice vepsané trojuhelniku ABC, kde plati
|AB| > |AC], a necht piimka AI protina stranu BC v bodé D. Pfedpo-
kladejme, ze bod P lezi na tise¢ce BC a plati |PI| = |PD|. Dale necht
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bod J je obrazem bodu I v osové soumérnosti urcené osou tsecky BC' a
necht Q) je dalsi prisecik kruznic opsanych trojihelnikiim ABC a APD.
Dokazte, ze |/ BAQ| = |/CAJ|.
Uloha T-7
Najdéte v8echny uspofadané dvojice kladngch celych éisel [a,d] tak,
Ze
al +b! = ab + b,

Uloha T-8

Necht n > 2 je celé ¢éislo. Uréete pocet kladnych celych ¢isel m tako-
vych, ze m < n am?+ 1 je délitelné éislem n.

Mezinarodni olympiddy v informatice v roce 2015

Pavel Topfer, MFF UK Praha

V roce 2015 se nasi nejlepsi stfedoskolaci jako kazdoroc¢né zucast-
nili dvou tradi¢nich mezinarodnich soutézi v informatice a programo-
vani. Nejprve se na prelomu cervna a Cervence konal v Brné 22. ro¢nik
St¥edoevropské olympiady v informatice CEOI 2015 (Central Eurpean
Olympiad in Informatics), o mésic pozdé&ji probéhl v Kazachstanu ve
mésté Almaty 27. ro¢nik vrcholné celosvétové Mezinarodni olympiady
v informatice IOI 2015 (International Olympiad in Informatics).

Reprezentanti pro mezinarodni informatické olympiady jsou u nés vy-
birdni na zékladé vysledkt dosazenych v prislusném roc¢niku Matema-
tické olympiady — kategorie P (programovéni). Zatimco na celosvétovou
olympiadu IOI vysiladme druzstvo sestavené ze ¢tyrt nejlepsich fesitel ak-
tualniho ro¢niku MO-P, na stfedoevropskou CEOI jezdi soutézit dalsi
CtyTi studenti, ktefi jesté nejsou v maturitnim roc¢niku a navic splnuji
niz$i vékovy limit urceny pravidly soutéze. Témto mlad$im reprezen-
tantim se tak ucast na CEOI stava vyznamnym zdrojem zkuSenosti,
které ¢asto vyuziji pfi své ucasti v dalsich ro¢nicich narodnich i mezi-
narodnich programéatorskych soutézi. Studenti vybrani k tcasti na I0I
se kazdoro¢né pripravuji spoleéné s nékterymi soutézicimi z CEOI na
tydennim soustiedéni. Letosni pfipravné soustiedéni probéhlo v ¢ervnu
na vychodnim Slovensku v obci Danisovce a bylo jako obvykle spole¢né
pro studenty z Cech, Polska a Slovenska.
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