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MATEMATIKA

[l. Barycentrické souradnice v roviné

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstract. This is a continuation of the previous article [2]. It deals with the
concept of a barycenter and the related concept of barycentric coordinates in
a plane.

Tento pfispévek je pokracovanim ¢lanku [2], ktery jsme vénovali de-

finici tézisté dvou ohodnocenych bodi. Tyka se definice tézisté libovol-
ného (kone¢ného) po¢tu ohodnocenych bodu a s ni tésné spjaté definice
barycentrickych soufadnic.

Yoy

Omezime se zde na t¥i riizné ohodnocené body (A, h,),(B,hp) a
(C, h¢e), které definuji rovinu, obecné ulozenou v (trojrozmérném) pro-
storu P. Obdobné jako v pfedchozim ¢lanku [2], vyraz

haXA+hp XB+he XC, (1)
kde X je libovolny bod, mtizeme piepsat do tvaru
(ha+hp +he) XA + hg AB + he AC,
a tudiz, je-li ha + hp + he # 0, odvodit, Ze existuje jednoznacné uréeny

T = T{(A7 h’A)a (B7 hB)? (Cv h’c)}
ohodnocengch bodi (A, ha), (B,hg) a (C,hc), splitujici rovnost
hAT_/i-FhBﬁ-i-hcﬁza. (2)

Pro libovolny bod X potom plati

ha XA+ hp XB+he XC =
= ha (XT+TA) +hg (XT+TB)+he (XT+TC) = (ha+hp+he) XT.
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Pro X = A to tedy znamena, ze T je snadné urcit z rovnosti

VL Ry UL S v;) (3)

ha+hp+ he ha+hp+ hc

K urceni t6zisté tii bodu (a vlastné libovolného poc¢tu bodi) mizeme
vyuzit konstrukce z ¢lanku pojednévajiciho o dvou bodech [2].

Té&zisté ohodnocenych bod (A,h4) a (B, hp) ozna¢me T) a t87isté
ohodnocenych bodi (T1,ha + hp) a (C, he) oznaéme Ty. Dokézeme, ze
T, =T. Podle (1) z ¢lanku [2] je

haTiA+hp B =0 a (ha+hy) TaDs + he ToC =0,
Polozime-li X = T,, mame podle (3) z ¢lanku [2]
e
haToA + hpToB = (ha + hp) ToT) = —he T5C,

a tedy srovnanim s (2) je To = 1T.
Konstrukei tézi§té€ T' ohodnocenych bodua (4, 1), (B, —2) a (C,2) ilu-
struje obr. 1

(T,1)=T{(T1,-1),(C,2)}

(41 (B=2) (1 _1)=T{(4,1),(B,~2)}
Obr. 1

Vv

(a) Na strandch BC, CA, AB trojihelniku ABC Zvolme postupné
body D, E, F. Vzniklé tseky oznac¢me néasledujicim zpisobem hodno-
tamia; = |BD| ag = |DC|, by = |CE|, by = |EA|, ¢; = |AF|, c2 = |FB|
(obr. 2):
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c1 _ agby
cg T apby

(E,a1bz+aiby)

SO
(P, a1bi4azbz+a1b2) Ngyr~
Ve

N

(A, a1by) ‘r (F,a1bi+azbz) 2 (B, azb2)
Obr. 2

Bod D je tedy tézistém ohodnocenych bodu (B, asz) a (C,aq), tj.
D= T{(B, ag), (C, al)} = T{(B, agbg), (O, albg)},

a podobné E = T{(C,a1b2),(A4,a1b1)} a F = T{(A4,a1b1), (B, azbs)}.
Diusledkem predeslé véty je tvrzeni, ze dsecky AD, BE a CF (nékdy
nazgvané cevidny) se protinaji v jednom bodé P prdvé tehdy, kdyz P je
tezistém ohodnocengch bodi (A, a1b1), (B,azbe) a (C,a1bs). Bod P je

My

totiz tézistém ohodnocenych bodt (A, a1by) a (D, asba+a1bs), a podobné
P= T{(B7 azbg), (E, arby + albl)} = T{(C, Cblbg), (F, arby + azbg)}.
Tedy bod P je spolecngm bodem cevian AD, BE o C'F pravé tehdy, kdyz

b b
G922 kdys YA (4)
ca  aib

asbaco

To je obsahem véty Cévovy, pravé dokazané pro pripad, kdy bod P lezi
uvnitt trojuhelniku ABC. Obecny pripad vyzaduje pojem orientované
délky (viz pozndmku na konci tohoto ¢lanku). Dikaz obecné Cévovy
véty bude podan v dalsim ¢lanku [3].
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Bezprostrednim duasledkem této véty je fada vlastnosti trojuhelniku:
trojuhelniku T'. Zde a1 = ag, by = by a ¢1 = ca, a tedy plati (4).

(2.a) Osy uhlid trojahelniku ABC se protinaji v jednom bodé, stiedu
vepsané kruznice. Zde pouzijeme kosinovou vétu, kterd zarucuje, ze po-
mér usekd vytknutych osou thlu na protéjsi strané se rovna poméru
prilehlych stran, a tim dostavame, Ze

ai ¢ by a c1 b

as b by ¢ co a’

a tedy opét plati (4).
(3.a) Vysky trojuhelniku se protinaji v jednom bodé. Zde pouZijeme
definici kosinu thlu «, 8,y pfislusejicich vrcholim A, B, C'. Dostavame

ai ccos f3 by acosy c1 bcosa
- = ) e a — = T
as bcos~y by cCcos o Co acosf

a tedy opét plati trivialné (4).
(b) Vratme se k situaci na obr. 2 a ozna¢me uz = |CP| a vg = |PF].
Jelikoz P je t&zistém ohodnocenych bodt (C,a1bs) a (F,a1by + agbs),
U3

pro pomeér 2 dostavame

ug _ aiby+agby b1 | az

()

Vs a1 bg b2 al '

Samoziejmé, podobny vztah plati téz pro u; = |AP|, v1 = |PD| a us =
= |BP|, vo = |PE|, a tedy

u U U a a b b c c
Stz B8 2 0 2 0,22
v Uy U3 a a1 by b1 o

Tyto jednoduché vyrazy jsou nékdy nazyvany Van Aubelovou vétou
(Henri van Aubel (1830-1906)). Navic dostavame v tomto pripadé téz

U1 a1by + azbs U1 a1b

= a = 9
u; + 1 a1by + a1bs + azbs U + U1 aiby + aibs + azb

a ted
Y Uy (0 us

+ +
Uy +v1 uz+v2 Uz +v3
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(% V2 VU3

+ + =1
u1 + v U2 + Vo us + U3

Popisme jesté nékolik bezprostiednich disledki vztahu (5).
(1.b) Té&Znice trojihelniku jsou t&zistém rozdéleny v poméru 2 : 1,
nebot podle (5) dostdvame v tomto piipadé

(2.b) Osa Ghlu v je rozdélena stfedem kruZnice vepsané v poméru
+ % = ‘LTH’. To plyne opét bezprostiedné z rovnosti (5), nebot, jak uz

ole

bylo zminéno, Z—; =<ca Z—f = %. Podobné vyrazy plati pro osy thli «

a [ a snadno se presvédéime, Ze

Uy U U3 Ui U2 us
—— (=t =+ = =2
V1 V2 U3 U1 V2 U3

(3.b) Necht nyni body D, E, F jsou paty vysek z vrcholu A, B, C.
V tomto ptipadé vyplyva ze vztahu (5) rovnost

U acosfcosy+ bcosacosy cosy

v ccos a cos 3 cosacos 3’

Vyuzijeme-li tedy pfedchozi znaceni (pro ptipad, ze P je priseéik vysek),
dostavame rovnost

U1 Uz Uus 1

vivav3  cosacosBcosy

Barycentrické souradnice

Jestlize body A, B, C nejsou kolinearni a hy + hpg + h¢ # 0, potom
pro libovolny bod X existuji podle (3) jednoznacné ¢isla ax, bx, cx
takova, Ze ax +bx +cx =1 a

AX = —ﬁJr—ﬁ

ha+hp + he ha+hp+hc
Ve vztahu (3) staci polozit

hB hC
bx = ) = ) =1—-(b + )
X e hathp+he X T hathpt+he X (bx + ex)
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abychom obdrzeli

axj(74+bxﬁ+0)(ﬁ:6, kde ax + bx +cx = 1.

Trojice ¢isel ax, bx, cx, jednoznacné pfifazend bodu X, jsou bary-
centrické soutadnice bodu X = {(A,ax);(B,bx);(C,cx)}. Triviadlng,
barycentrické souradnice bodi A, B, C jsou postupné (1,0,0), (0,1,0),
thelniku ABC, tj. tézisté ohodnocenych bodu (4, 1), (B, 1), (C, 1), jsou
(3.3.0)

(B,—2) a (C,2) na obr. 1 a dopliime ji barycentrickymi soufadnicemi
v8ech bodi (obr. 3).

T=(1,-2,2)

A=(1,0,0) B=(0,1,0) Tr=(-1,2,0)

Poznamka 1. Jestlize ha + hp + he = 0, je vyraz (1) nezavisly na volbé
bodu X a body A, B, C jsou nutné kolinearni. Jestlize /ﬁ = nzﬁ,
potom existuje bod X spliiujici (1) pravé, kdyz je ohodnoceni bodu A,
B, C déno podminkou hy = k(n — 1), hg = —kn, h¢ = k pro libovolna
¢isla k a n. Potom ovSem kaZdy bod X pitimky definované body A, B,
C spliyje (1).

Poznamenejme jesté, ze v pripadé ha + hg + he #0 a @ = n@,
musi bod X spliujici (1) lezet na pfimce uréené body A, B, C' a ohod-

noceni h 4, hp, hc neni urceno jednoznacné. Jestlize Aj() =k Ag, potom
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pravé vsechna ohodnoceni h 4, hp, he spliujici podminku

khA-l—(]f—l)hB-‘r(k—n)hC:O

Na zékladé predeslé poznamky budeme v dalsim vzdy predpokladat,
7e body A, B, C nejsou kolinearni a %e ha + hg + hc = 1. Nasledujici
obr. 4 ilustruje rozlozeni barycentrickych soufadnic rovinnych bodu a
jak barycentrické soutradnice toho ¢i onoho bodu X snadno urc¢ime.

.,."/—2 .

o— le

2;.

Obr. 4
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Na obr. 4 vidime, Ze pfimky urcené stranami trojuhelniku déli rovinu
na 7 oblasti. Tyto pfimky jsou geometrickym mistem bodt X, jejichz
barycentrické soufadnice (ax,bx,cx) spliiuji podminku axbxcx = 0.
Body A, B, C' maji dvé barycentrické soufadnice nulové, ostatni body
maji nulovou jednu soutfadnici. Kazda ze sedmi oblasti je charakterizo-
véna tim, ze body, které v ni lezi, maji stejné rozdéleni kladnych a zapor-
nych barycentrickych soufadnic: To je na obr. 4 vyznaceno uvnitf malych
krouzki trojici symbolt + a —. Tak nap¥. ++ + oznacuje, Ze pravé body
uvnitt trojuhelniku ABC' maji soufadnice spliiujici podminky ax > 0,
bx > 0, cx > 0, oblast oznacena — — + je oblast vSech bodt X, pro néz
plati ax <0, bx <0, cx > 0, atd.

Velmi jednoduché je popsat barycentrické souradnice bodu dané
primky; to je obsahem této véty.

Véta 1. Necht (ar,br,cr) a (as,bs,cs) jsou barycentrické soutadnice
bodi R a S. Necht X je bodem ptimky p, kterou body R a S uréuji.
Potom existuje (jednoznacné) cislo t takové, Ze

(x1,22,23) = (1 —t)ag + tas, (1 — t)br + tbsg, (1 — t)cr + tes)

jsou barycentrickeé souradnice bodu X.
Diikaz. Jelikoz

apRA+br RE+cnRC =0, asSA+bsSB+csSC =0
a ]ﬁ = tﬁ , vyzadovanou rovnost

xlj(j—i—xgﬁ—l—xgﬁ:@

snadno odvodime rutinnim vypoctem. Staci vyuzit jednoduchych vztahi

XA = XE+ RA = tSE + RA, XB = tSE + RB, XC = tSRE + RC
aﬂ:ﬁﬂ-ﬁ,@:fﬁ—i—ﬁ,@:ﬁ—l—@. JelikoZ trividlné

T1+ x2 +x3 = 1, dostavame 1 = ax, o = bx a x3 = cx.
Na nasledujicim prikladu ukézeme uziti véty 1.

Piiklad 1. Na (prodlouzenych) strandch BC' a C'A trojtihelniku ABC
jsou dany body D a F tak, Ze pfimka urcend body D a FE prochazi
tézistém T trojuhelniku ABC'. Barycentrické soufadnice boda A, B, C,
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T, D, E jsou postupné (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (3,3, 3), (0,bp,cp),

(ag,0,¢cg), kde cp =1—bp, cg =1 —ag. Podle véty 1 existuje ¢ tak, ze

1 1 1
aE:§t, OZ(I—t)bD—I—gt a CEZ(I—t)CD—th.

__ _3bp _ bp __ 2bp-—1 2 4
Tedy t = 35,27, @ proto ag = 25 a cp = 2. Odtud dostavame

IBD| |AE| 1-bp 2bp—1 bp
= = — = ]__
ocl TEC T e T o

Na obr. 5 je tato situace vyobrazena jak pro bod E na prodlouzené
strané C'A, tak pro bod F na strané AB (pii specidlni volbé bodu D).
Presvédcte se o rovnostech uvedenych na obrazku.

C=(0,0,1)g""
0010

7

A=(1,0,0) - —o ol
~ Sop—T'3p—1:0)=(2,3,0) B=(0,1,0)

B!
W

Lyl | — — —
751t 1581 = Dol T o1 = Far T 17al 1

2bp—1
’3bp—1

2 b
7 E:(%D%ﬁ )=(2,0,—1)

Obr. 5

Geometricky vyznam kladnych barycentrickych souradnic bodu uvnitt
trojuhelniku ABC' je velmi nazorny a vede k tomu, Ze jsou tyto souiad-
nice nékdy nazyvany plosngmi ¢i objemovymi. Jejich vyznam je vyjadien
v nésledujici vét&; zde (UVW) oznacuje obsah trojihelniku UVW.

Véta 2. Necht X je vnitrnim bodem trojuhelniku ABC. Potom pro ba-

rycentrické soutadnice (ax,bx,cx) bodu X plati

_(BCX) ,_ (CAX) _ (ABX) ;
YT ABO)y X T (aBC)y KT (ABC) (6)
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Dikaz. Necht D je prisecik piimky urcéené body A a X a strany BC
trojuhelniku ABC. Barycentrické soufadnice bodid D a X spolu tzce
souvisi pomoci vztaht

bx cx

=0, bp= = .
ap =0, Op=7" 0 D= o

To odvodime ihned uzitim véty 2. Nyni uz jenom zbyva sledovat po-
sloupnost rovnosti
bx _bp _ |DC|  (DCA) (DCX)
ex c¢p |BD| (BDA) (BDX)
(DCA) — (DCX) (CAX)

(BDA) — (BDX)  (ABX)’

Stejnym zptsobem odvodime

cx (ABX) ax (BCX)

ax  (BCX) * bx (CAX)
Trividlng, (ABX) + (BCX) + (CAX) = (ABC), a proto plati (6).

Poznamka 2. P¥inasem uziti symbolu |XY'| pro délku tsecky ohrani¢ené
body X a Y nebylo nutné zduraziovat, ze ,délka* | X'Y'| je ,orientovand“.
Zvolime-li orientaci pfimky, na niz lezi bod W mezi body U a V, tak,
ze [UW| > 0, bude téz [UV| > 0, |WU| > 0, avsak |WU| = —|UW| < 0,
atd. Tedy pomér W, vyskytujici se pri studiu tézisté, je v tomto pii-
padé kladny, zatimco v pripadé, ze bod V lezi mezi body U a W, je

pomeér ‘I%V‘V/I‘ zaporny. Soucin takovychto t¥i poméra se vyskytuje jak ve

vété Cevove, tak ve vété Menelaové; jak uvidime v [3], v pfipadé véty
Cevovy jsou bud vSechny tfi poméry kladné, anebo jsou dva zaporné,
v piipadé véty Menelaovy je zaporny bud jeden z pomérii, nebo jsou
zaporné vSechny tii.
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