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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Dirichletiiv princip v geometrickych Glohach

Emil Calda, MFF UK Praha

Abstract. In this article, Dirichlet’s principle is explained and then used in five
geometric problems.

Predstavme si, Ze ¢tyfi osoby si mezi sebe maji rozdélit pét néjakych
predméti, a ptejme se, zda je mozné, aby kazda dostala nejvyse jeden.
Snadno usoudite, Zze to mozné neni — kdyby tento pfipad nastal, nebyl by
pocet rozdélenych predméti roven péti, ale byl by nejvyse roven ¢tyfem.
Znamena to, Ze mezi témito ¢tyrmi osobami musi byt aspon jedna, ktera
dostane vice nez jeden predmét, tj. aspon dva.

Nahradime-li osoby pfihradkami a tento vysledek zobecnime, dosta-
neme tvrzeni, které se nazyva Dirichlettv (nebo téz pfihradkovy) princip:
Je-li vice neZ n predmétu rozmisténo do n prihradek, pak asporni v jedné
prihrddce jsou aspon dva predméty.

Diikaz je velmi jednoduchy. Rozmistime dané predmeéty, jejichz pocet
je veétsi nez n, do n prihradek a budeme predpokladat, Ze v i-té prihradce
je s; predmétd, ¢ = 1,2,...,n. Kdyby v kazdé piihradce byl nejvyse
jeden predmét, bylo by kazdé c¢islo s; mensi nebo rovno jedné a pro
pocet predméti by platilo

s1+s2+ s, <1+1+---+1=mn,

coZ je ve sporu s tim, Ze pocdet rozmistovanych predméth je vétsi nez n.

Tvrzeni, které jsme pravé dokazali, je velmi jednoduché a témér samo-
ziejmé. V nasledujicich prikladech si ukazeme, ze jeho pouzitim mtzeme
dostat zajimavé vysledky.

Priklad 1. Ve ¢tverci o strané délky 10 cm je dano 101 riaznych bodu.
Dokazte, Ze se v ném d4 nalézt trojihelnik s obsahem 1 cm?, ve kterém
jsou aspon dva z danych bodu.

Reseni: Jestlize se podaii dany &tverec rozlozit na sto trojihelnikd s ob-
sahem 1 cm?, potom podle Dirichletova principu budou aspoii v jednom
z danych 101 bodt aspon dva. Tento rozklad ziskame tak, ze kazdy z pa-
desati obdélnicki 2 x 1 pokryvajicich dany ¢tverec rozdélime thloptickou
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na dva pravouhlé trojuhelniky s odvésnami o délkach 1 cm a 2 cm; pro-
toze téchto trojihelnikfi je sto a kazdy ma obsah 1 cm?, jsou aspoi
v jednom aspon dva z danych 101 bod.

Pozndmka: Dirichlettiv princip sice umoznil dokazat existenci aspon
dvou bodt pozadované vlastnosti, ale o tom, které dva to jsou, netrika nic.

Priklad 2. V obdélniku o rozmérech 3 cm a 4 cm je ddno 101 rtiznych
boda. Dokazte, ze aspon dva z nich maji vzajemnou vzdalenost mensi
nebo rovnou 0,5 cm.

Resent: Dany obdélnik rozlozime na sto obdélnickt o rozmérech 0,3 cm a
0,4 cm. Podle Dirichletova principu jsou aspon v jednom takovém obdél-
nic¢ku z danych 101 bodu aspon dva; pro jejich vzajemnou vzdalenost d
(v cm) z¥ejmé plati d < /0,32 + 0,42 = 0,5.

V nasledujicich ptikladech budeme pouzivat obecnéjsi znéni Dirichle-
tova principu, které Ize formulovat takto: Je-li vice neZ kn predméti roz-
misténo do n prihrdadek, pak aspon v jedné prihrddce je vice neZ k pred-
meti.

Podobné jako pri dikazu ptvodni verze rozmistime dané predméty,
kterych je vice nez kn, do n prihradek a budeme predpokladat, ze v i-té
prihradce je s; predmétt. Kdyby v kazdé prihradce bylo predméti nej-
vyse k, bylo by kazdé ¢islo s; mensi nebo rovno k, takze by pro pocet
rozmistovanych predmétii platilo

s1+s0+ - -F+s, <k+k+---+k=kn,

coz je vSak ve sporu s tim, ze pfedmétil je vice nez kn.

Priklad 3. Ve ¢étverci o strané délky 5 cm je dédno 51 rtznych bodu.
Dokazte, ze

a) aspon Sest z nich lezi v obdélniku s rozméry 5 cm a 0,5 cm,

b) aspoii t¥i z nich lezi v kruhu o poloméru 0,75 cm.

Reseni: a) Ctverec o strané délky 5 cm rozlozime na deset obdélnickii
o rozmérech 5 cm a 0,5 cm. Protoze danych bodu je vice nez padesat,
aspon v jednom z téchto obdélnickd je jich vice nez pét, tj. aspon Sest.
b) Dany étverec rozlozime na 25 ¢tvereckii o strané délky 1 cm. Pro-
toze danych bodu je vice nez padesat, jsou aspon v jednom z téchto ¢tve-

reckl aspon tfi. Kruznice opsana tomuto ¢tverecku ma polomeér V2 cm,

2
a vzhledem k tomu, Ze g < 0,75, lezi tyto tii body uvnitt kruhu s po-
lomérem 0,75 cm.
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Priklad 4. V pravidelném Sestitthelniku o strané délky 3 cm je déno
325 raznych bodu. Dokazte, ze aspon sedm z nich 1ze pokryt kruhem
s polomérem 0,6 cm.

Reseni: Zatimco v prede§lém piikladu jsme na pocdet i tvar pfihra-
325 = 6 - 54 4+ 1 je vidét: rozlozime-li dany pravidelny Sestithelnik na
54 shodnych obrazci, bude aspon v jednom aspon sedm z danych bodu.
Téchto 54 = 6 - 9 obrazci dostaneme tak, ze kazdy ze Sesti rovnostran-
nych trojihelnikt o strané délky 3 cm, z nichz se dany pravidelny Sesti-
thelnik sklada, rozlozime primkami rovnobéZnymi s jeho stranami na
devét rovnostrannych trojahelnickt o strané délky 1 cm. Podle Dirichle-
tova principu aspon v jednom z téchto 54 trojuhelnicku lezi aspon sedm
z danych 325 bodu. Kruznice opsané tomuto trojuhelnicku ma polomér

? cm, a protoze ? < 0,6, lezi tyto body i v kruhu s polomérem 0,6 cm.

Priklad 5. V obdélniku o rozmérech 27 cm a 36 cm je ddno 1 945 rtiznych
bodu. Dokazte, ze aspon sedm z nich je mozné pokryt trojuhelnikem,
jehoz obsah je 3 cm?.

Resent: 7 rovnosti 1945 = 6 - 324 + 1 je patrné, Ze v rozkladu daného
obdélniku na 324 shodnych obrazcti bude aspon v jednom z nich aspon
sedm z danych bodu. Témito shodnymi obrazci budou pravouhlé troju-
helniky s odvésnami délek 3 cm a 2 cm; jejich obsah je 3 cm? a bude jich
vskutku 324, nebot 324 - 3 = 972 = 27 - 36. Znamena to, Ze aspoli sedm
z danych 1 945 bodii lze pokryt trojihelnikem s obsahem 3 cm?.

Poznamenejme na zavér, ze princip pouzivany v predchézejicich pii-
kladech m4 jméno podle némeckého matematika Dirichleta (1805-1859),
ktery ho spésné pouzival zejména v teorii ¢isel.
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