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MATEMATIKA

I1l. Aplikace: Véta Cevova, véta Menelaova
a véta Routhova

Viastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstract. This is the last part of a series of three articles that deal with the
barycetric coordinates on a line and in a plane. It contains several applications,
inluding the theorems of Ceéva, Menelaus and Routh.

Tento piispévek je pokra¢ovanim ¢ldnki [2] a [3]. UkdZeme v ném uzi-
tecnost barycentrickych soufadnic pfi feseni geometrickych tloh, pfitom
se soustfedime na rovinnou geometrii. Dilezitym tématem bude vypocet
obsahu daného trojthelniku.

Zacneme pripominkou barycentrickych soufadnic, jak jsme je zavedli
v pfedchozim ¢lanku [3]. Zdiraznéme to, Zze soufadnice bodi v roviné
jsou trojice realnych ¢isel spliujicich podminku, Ze jejich soucet se rovna
jedné. Zdiraznéme téz velmi tizkou souvislost s obecnymi rovinnymi sou-
fadnicemi. K tomu nam muze poslouzit obr. 1. Souradnicovy systém zde
definuji body A, B, C' a jednotlivé pfimky popisuji body roviny, jez
maji jednu z barycentrickych souradnic konstantni. Porozuméni tomuto
obrazku uleh¢i sledovani dalsich vypocti.

Nésledujici tloha je pfipravou na dalsi vyuziti barycentrickych sou-
fadnic: Naleznéte barycentrické soutadnice pruseciku P dvou piimek
p = RS a q = UV, které jsou zadany barycentrickymi souradnicemi
bodd R, S, U, V. Tyto soufadnice tedy spliuji, pro jista cisla ¢; a to,
rovnice

(ap =) (1 —t1)ar +tias = (1 — t2)ay + taay,
(bp =) (1 —t1)br + t1bs = (1 — ta)by + t2by, (1)
(cp =) (1 —=t1)cr +tics = (1 —ta)cu + tacy.

V dusledku podminky ax + bx +cx = 1 pro X = R,S,U,V je kazda

z téchto ti rovnic dusledkem zbyvajicich dvou. Linedrni systém (1) je
tedy ekvivalentni napf. systému

ti(ag —as) +ta(ay —ay) = ag — av,

t1(br — bs) + ta(bv — by) = br — by,
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a tedy
¢ — (ar —av)(by —by) — (br — bu)(av — av)
Y7 (ar —as)(bu —by) — (br — bs)(av —ay)’
by — (ar —av)(br — bs) — (br — bu)(ar — as)
>" (av —av)(br — bs) — (bu — bv)(ar — as)’

(1,5,28) ~ (0,6,—5)

LU S S SR
Obr. 1
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Aplikujme nyni tuto metodu pfi studiu nékterych vlastnosti troju-
helniku. Ten je zadén tfemi body A, B, C, jejichz barycentrické sou-
fadnice jsou postupné (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Na strané AB zvolme
bod F, jehoz barycentrické soufadnice jsou (ap,bp,0), na strané BC
bod D o soufadnicich (0,bp,cp) a na strané CA bod E o soufadnicich
(ap,0,cg). Ozna¢me P prisecik pfimek AD a BE, () prisecik pfimek
BE a CF a R prusecik pfimek C'F a AD. Pfipomenme, Ze

o \FB| ,_JAF| - |DC|
_BD _[CE] _|EA]

L= Bc) P T oAl P |cAl

Uréeme barycentrické soufadnice priuseciku P. Ty spliuji pro para-
metry t1 a to systém jednoduchych linearnich rovnic

1—t1 :tgaE, tlbD :1—t2, tch :tQCE.

Uzitim posledni rovnice dostéavame to
rovnice mame

i_gtl a dosazenim do prvni

CE
Cp + Cg — CpCE

- Cr + (1 - CE)CD -

CE
CE +agcp

tq

Barycentrické souradnice priseciku P jsou tedy

ap = Cp — CpCE _ (1 — CE)CD _ agCp
cp+Cg—CpCE CD+1—aE—(1—bD)(1—CLE) 1—bDaE’
bp = bpcg ep= DB )
:I.fbDCLE7 lfbDaE

Podobné barycentrické souradnice bodi @ a R jsou

ap agp ap agp
a. = = 5
Q ap +afp —agap 1—cgbr
X 3)
b= GEbE - arcp
Q 1—CEbF’ Q 1—CEbF’
bp — bpbr bpar
aRr = = ’
bp +br —bpbp 1 —cpap
bDbF bFCD (4)
bp=7—7"—"—, CR=7T"—.
1—cpap 1—-cpar
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Nyni je jasné, ze P = @ pravé tehdy, kdyz P = R a @ = R, a to je
pravé tehdy, kdyz P = @ = R. Porovnanim soufadnic bodd P a @
tedy snadno dostavame nutnou a postacujici podminku pro souradnice
ap a bp, jestlize jsou dany body D a FE, tj. hodnoty bp,cp,ag,cg.
Jednoduchym vypoctem zjistime, ze

agcp bpce
ap=———>"—" a4 bp=—
agcp +bpce agcp +bpcg

Tedy spojnice AD, BE a C'F se protinaji v jednom bodé pravé tehdy,
kdyz barycentrické souradnice bodu D, E, F' jsou

agc bpc
(OabDaCD)a (a/EaOaCE)a ( EZD Dop )

apCp + bDCE’ agcp +bpcg ’
Odtud vyplyva bezprostiedné véta Cevova, kterou jsme uz dokazali za

pomoci metody t87ist v [2]; tam jsme

|AF‘ _b_F - bD Cg
|FB‘ o ar o apCp

znacili jednoduse
C1 as b2

ca arby
Pripomenime, Ze zde a v nasledujicich ivahach jsou tisecky orientovany,
a tedy to, zda jejich délky jsou kladné ¢i zdporné, zavisi na orientaci.

Véta Cévova. Necht body D, E a F leZi postupné na (prodlouZengch)
strandch BC, CA a AB trojihelniku ABC. Potom

|AF| '|BD| |CE| _

=1
|FB| |DC| |EA]

pravé tehdy, kdyz se spojnice AD, BE a CF protinaji v jednom bodé.
Diikaz. Jelikoz

‘AF| ‘BD| ‘OE|_bDCE CpD a_E

= _— :1
|FB| |DC| |EA| agpCp bD Cg

)

véta je dokazana.
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V [2] jsme formulovali nékteré jednoduché disledky této véty tykajici
se téznic, os thlu a vysek trojuhelniku. Dopliime zde jesté nékolik dalsich
informaci.

Oznac¢me S stfed kruznice vepsané, tj. spoleény bod os ihlu daného
trojihelniku. Uzijeme-li pfedchozi vypocet souradnic priseéiku R pfi-
mek CF a AD pro

(apbp.c )_< |BC| |CA O)
o =\ JOA[+ |BO] |CA| + [BCT

(aD,bD’CD):(O |CA| |AB]| )

"|AB| +|CA|" |AB| + |CA|

vidime ihned, Ze barycentrické souradnice stiedu S jsou

( |BC| |CA] |AB| )
|AB| +|BC| +|CA|" |AB| + |BC| + |CA|" |AB| + |BC| + |CA] )~

Jestlize podobné oznac¢ime V spolecny bod vysek daného trojihelniku
a opét uzijeme predchozi vypocet souradnic priseéiku R pfimek C'F a
AD tentokrat pro

(aF7bF7CF) = ( |BC|COS/B ‘CA|COSO{ )

0
|CA|cosa+ |BC|cos B’ |CA|cosa+ |BC|cos 3’

a

(b, b, cp) = (0 |C'A| cosy |AB|cos 3 )

"|AB|cos 3+ |CA|cosvy’ |AB|cos 3 + |C Al cosy

dostavame barycentrické souradnice bodu V' ve tvaru

(av, by, ev) (|BO|cosBcos7 |C Al cos v cos |AB|cosacos5>
v,by,cy) = , 7

’
S S S

kde s = |BC|cos fcosy + |CA|cosycosa + |AB|cosacos 5. Jednodu-
chou upravou zjistime, ze pro pomeéry souradnic plati

ay by icy =tga:tgf:tgy,
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a tedy barycentrické souradnice prusec¢iku vysek v trojihelniku jsou

( tga tg S tgy )
tgatgftgy tgatgftgy tgatgBtgy

Zde jsme vyuzili rovnost tga + tg S +tgy = tgatgStgry.

Naésledujici véta se pripisuje Menelaovi, ackoliv ve (volné pielozené)
formé ... jestlize primka protind tri strany trojuhelniku (jedna ze stran
je prodlouZena mimo trojuhelnik), potom soucin ¢ nesousedicich use-
cek, které obdrzime, se rovnd soucinu tri zbyvajicich usecek trojuhelniku.
byla zndma jiz dfive. V tfeti knize svého souboru Sphaerica Menelaus
Alexandrijsky dokéazal tuto vétu pro sférické trojuhelniky. Podejme zde
jednoduchy dikaz uzitim barycentrickych soufadnic.

Véta Menelaova. Necht body D, E a F lezi postupné na (prodlouZengch)
strandch BC, CA a AB trojuhelniku ABC. Potom

|AF| |BD| |CE| _

. . =1
|[FB| |DC| |EA|

pravé tehdy, kdyz body D, E a F leZi na primce.
Diikaz. Jelikoz
|AF| |BD| |CE| o bF Cp Gag

[FB] |IDC| [EA| ~ ar bp cg’

je tento soucin roven —1, pravé kdyz ag = (1 —t)ap, 0 = (1 —t)bp +tbp
a cg = tcp. Ale to je pravé tehdy, kdyz bod E lezi na pfimce urcené
body D a F.

Menelaovu vétu je snadné preformulovat do fady ekvivalentnich tvr-
zeni. Uvedme zde jednou takovou jednoduchou formulaci pro piipad, kdy
vSechny t¥i body Menelaovy pfimky lezi vné trojuhelniku, a uvedme ji
ve tvaru nasledujici tlohy:

Necht ABC' je libovolny trojihelnik a r, s dvé libovolnd kladnd c¢isla.
Necht F je bod strany AB takovy, Ze |F B| = r|AF|, a P bod na pfimce
uréené body F a C takovy, Ze |PC| = s|FP|. Necht E lezi na piimce
urcéené€ body A a P tak, Ze |PE| = t|AP|. Potom E leZ na strané BC

prdvé tehdy, kdyz
rs

r+s+1°
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Zvolime-li barycentrickou soustavu tak, ze A = (1,0,0), F' = (0,1,0) a
P =1(0,0,1), mdme B = (—r,r+1,0),C = (0,—s,81) a E = (—¢,0,t+1).
Podminka, aby E byl prusecikem pfimky AP a strany BC, je ekviva-
lentni rovnosti
r+1 s+1 —t

—r s t+1 7
atedy ¢ = 77 Pror =1, tj. v pripadé¢, Ze F je pilicim bodem strany
AB, je

s
s+

Tlustrace véty Cevovy a véty Menelaovy, kazdé ve dvou ruznych vari-
antach, je obsahem obr. 2. Obréazek nepotiebuje slov.

|PE| =

|AP.
2

S fL_(_3 16
(F3=(—1%,13,0)

A=(1,0,00%~__

o D2=(0,2,—1)

Véta Cevova: % - % - % =1 (F1,D1,En)

Véta Cevova: 28+ (=2) - (=2) =1 (Fy, Da, E»)

Véta Menelaova: 2 - 4. (=2)=—1 (Fy, D1, E»)

Véta Menelaova: (—18) - (=1). (=2) = -1 (Fs, D2, E»)
Obr. 2
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Obratme nyni pozornost na vypocet obsahu Sk s daného trojihel-
niku K LM, presnéji feCeno na vypocet poméru obsahti

SkrLm
, 5
Sasc 5)

kde jeden z trojuhelniku, totiz trojuhelnik ABC, zvolime za bézi ba-
rycentrickych soutfadnic. Poznamenejme, Ze stejné jako v pripadé dvou
délek, i zde pomér (5) mize byt zdporny. Nase definice obsahu troju-
helniku zavisi na orientaci trojuhelnikt: Sk ry = —Skapp- Cesta k vy-
po¢tu poméru (5) je naznacena na obr. 3, 4 a 5. Zde je A = (1,0,0),
B = (0,1,0), C = (0,0,1), K = (aK,bK,cK), L = (aL,bL,cL),
M = (apr,bar, enr).

M,

SKoLaMy = SAKsLy — SAKsMs — SAMyLy = SAKsLy + SALy M, — SAKy M,

Obr. 3
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N=(an,0,car) M=(an,brr,cnr)
PR e S 5

L:(QL’O’CK)/Q,/_,::. .......................... ‘\ ...... L g
; . . -

A=(1,0,0) B=(0,1,0) P=(ap,bp,0)

Sakm = Sapm — Sapx = Sapn — SapL

Obr. 4

N=(an,0,cmr) M=(anm,br,cnm) K=(ak,bx,cm)
@ _

A=(1,0,0) B=(0,1,0) Q=(aq@,bx—bn,0)

Saxm = Sagn = cm(bx —bar) - Sase
Obr. 5
Piedpokladejme (viz obrazky), Ze trojuhelnik K LM lezi v oblasti, kde

prvni barycentricka soutadnice je zaporna a zbylé dvé jsou kladné. Do

Roénik 91 (2016), ¢islo 3 9



MATEMATIKA

takové polohy je mozno vhodnym posunutim (translaci) umistit kazdy
trojuhelnik. Pfitom, jak uvidime, posunuti nebude mit na pomér (5)
zadny vliv.

Obr. 3 ukazuje, jak vyjadfit Sk pomoci obsahti t¥i trojuhelniki,
jejichz jednim vrcholem je bod A. Pro takové trojuhelniky, které spl-
nuji podminku cx # c)y, je vypocet uveden na obr. 4, pro trojuhelniky
spliiujici cx = cps na obr. 5.

Tedy: Jestlize cx # cpr (obr. 4), oznad¢ime N priisecik (prodlouzené)
strany AC' trojuhelniku ABC' a pfimky bodem M rovnobézné se stra-
nou AB; jasné ¢y = cpr. Poté jsou barycentrické soufadnice (ap,bp,0)
pruseciku P (prodlouZené) strany AB a pfimky uréené body K a M

apMCK — AKCM
ap=——"——"—""— a bp=1—ap=
CK —CMm CK —CMm

byex — brem

Nyni postaéi vyuzit bud pomér délek vysek ¢i délek zakladen, abychom
odvodili, ze

byrex —brem
Sapm = Sapn = cuSapc = ————cm SaBc-
CKk — CMm

Stejnym zpusobem odvodime, Ze

bMCK — bKCM
Sapx = Sapr = ckSapc = ——— ck SaBc,
CK —CMm

a tedy
Sakm = —(bumex —brenr)Sanc. (6)

Jestlize cx = cpr (obr. 5), ozna¢me @ prusecik (prodlouzené) strany
AB a piimky rovnobézné s AM bodem K. Barycentrické souradnice
bodu @ jsou tedy (1 — bg,bx — bas,0). Odtud ihned vidime, ze

Saxm = Sagn = (bx —bam)Sapn = em(bx — ba)Sasc,

coz je prévé vyraz (6) pro cx = cp. Odtud uZ bezprostfedné plyne
(obr. 3)

Skim = [(bxer —brer) + (brenm — barer) — (bxemr — baek)] Sase,

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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coz muzeme zapsat jednoduse ve tvaru determinantu

S 1 1 1 ag aj, apr
SKLM =|bx by by|=|bx by bul. (7)
ABC ck L cm cxk cL cum

Rovnost dvou determinantt vyplyva samoziejmé z toho, ze soucet bary-
centrickych soufadnic kazdého bodu se rovna jedné. Posunuti trojuhel-
niku K LM do libovolné polohy K'L'M’, tj. do bodti

K' = (ax +x,bx +y,cx + 2),
L'=(ar +z,br +y,cr + 2),
M’ = (ap +2,bp +y,c01 + 2),

samoziejmé hodnotu (7) zachova. Tim je dikaz poméru obsahi (7) za-
koncen.

Nyni je snadné dokézat Routhovu vétu. Nechf ABC je dany troj-
thelnik. Necht body D, E a F lezi postupné na (prodlouzenych) stra-
nach BC, CA a AB trojahelniku ABC tak, Ze zadné dvé z primek AD,
BE a CF nejsou rovnobézné. Oznac¢me P prusecik primek AD a BE,
Q prusecik pfimek BFE a C'F a R prusecik ptimek CF a AD.

Zvolme v roviné trojuhelniku ABC barycentrické souradnice tak, Ze
A = (1,0,0), B = (0,1,0) a C = (0,0,1). Necht D = (0,bp,cp),
E = (ap,0,cg) a F = (ap,br,0). Potom je pomér obsahu trojtihelniku
PQR %k obsahu trojihelniku ABC' dan nésledujicim predpisem (8).

Véta Routhova.

Spor (agbrep — apbpeg)? (8)

SABC (1—aEbD)(l—chE)(l—cDaF)'

Dtikaz rovnosti (8) je snadny. Soutadnice bodi P, @ a R jsou dany

vztahy (2), (3) a (4). Uzijeme-li nyni pro pomér giii rovnost (7), tj.
apr + aQbR + arbp — apbr — apr — aRbQ,

obdrzime (8).

Poznamka. Poznamenejme, Ze tento pomér je kladné & zaporné cislo
v zavislosti na orientacich trojuhelniki ABC a PQR. Zvolime-li napf.
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body D, E, F na stranach trojuhelniku ABC, tj. D mezi B a C, E mezi
C a Aa F mezi A a B, potom jsou orientace obou trojihelnikti shodné
a pomér je kladny.

Routhova véta je obycejné formulovana pro pfipad, kdy body D, E, F
lezi na stranédch trojihelniku ABC a déli je v pomérech d: 1,e: 1, f: 1.
Tedy d = g—g, e=2E f= Z—I;. Uzitim téchto vyrazt snadno pfepiSeme

cE
vzorec (8) do tvaru

SPor _ (def — 1)
Sapc  (de+d+1)(ef +e+1)(fd+f+1)

Uzijte Routhovu vétu k vypocétu obsahti naznacenych 18 oblasti troja-
helniku ABC' na obr. 6; zde je strana AB rozdélena na 2 dily, strana BC'
na 3 dily a strana C'A na 4 dily. Jinymi slovy, pfesvédcete se, Ze obsahy
jednotlivych oblasti jsou (Sapc/13 860)-nasobky vepsanych éisel.

C=(0,0,1)

E1=(%,0,3) 4

§D1=(0,2,%)

A=(1,0,0) F=(1,1,0) B=(0,1,0)

12 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Poznamenejme jesté, ze rovnost (8) v sobé zahrnuje vétu Cévovu.
Trividlné, P = Q = R préavé tehdy, kdyz Spgr = 0, a to nastava pravé
tehdy, kdyz

agbrep —arbpep =0,

tj. kdyz

agbrep cp ag bp

=1, neboli — - . =1.
arbpcg bp cr ar

Zavérem uvedeme ve formé ulohy jesté jednu zajimavou geometric-
(B, h%), zndme-li t&zisté bodh (A, ha) a (B, hp). Tato tloha mize ¢te-
nafi poslouzit k hlubsimu porozuméni barycentrickym soufadnicim.

Barycentrické soutradnice t¥i riznych bodu A, B, C' na piimce p jsou
postupné (1,0), (0,1), (ac,bc), kde ac # be. Piseme ac = a, bc = b.
Tedy a + b = 1. V prostoru zvolme libovolny bod X, ktery nelezi na
pfimce p. V roviné definované body A, B, X sestrojme trojuhelnik BCY,
ktery je podobny trojuihelniku ACX. Body X, Y, C jsou tedy kolinearni.
Sestrojme bod Z tak, ze stfedem tsecky Y Z je bod B a oznac¢me prisecik
primky uréené body X a Z a pfimky p pismenem D a st¥ed tsecky C'D
pismenem F.

1. Dokazte, Ze barycentrické soutadnice bodu D jsou (%7, a_—_bb).
a? b2

2. Dokazte, Ze barycentrické soutfadnice bodu E jsou (-, —2%).

3. Sestrojte bez vypoctu, tj. uzitim pravitka a kruzitka, bod F', jehoz

barycentrické soufadnice jsou ( azai-ib?’ %)

Dukaz zjednoduSime vnofenim p¥imky p do roviny, ve které zvo-
lime vhodné barycentrické soufadnice: A = (1,0,0), B = (0,1,0),
X = (0,0,1).
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