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MATEMATIKA

Protoze (5) plati pro kazdé = € R, odvodili jsme (cestou Gvah o mno-
ziné Py) rozhodujici vlastnost hledané funkce f, kterou je lichost. Nale-
zeni jejiho predpisu uz bude pomérné snadné.

Nahrazenim = opa¢nou hodnotou —z v rovnosti (3) obdrzime s ohle-
dem na (5) rovnost

f(=2) + f(—2%) = =z + zf (—x),
—f(x) + f(=2”) = —z — xf ().

Odectenim pravé ziskané rovnosti od (3) dostaneme 2f(x) = 2z, ne-
boli f(x) = x, pro kazdé x € R. To je, jak vime z pfedchoziho textu,
druhé feseni fo zadané ulohy. Protoze podle naseho postupu zadna jina
vyhovujici funkce f neexistuje, je tim celé feSeni tlohy u konce.
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Elementarni vlastnosti Fibonacciho disel

Emil Calda, MFF UK Praha
Abstract. The article deals with the basic properties of Fibonacci numbers.

Fibonacciho posloupnost

Fibonacci, vlastnim jménem Leonardo Pisansky, zil iidajné v letech
1170-1250. V jeho sbirce tloh vydané v Pise roku 1202 je tloha o kra-
licich vedouci na ¢iselnou posloupnost, ktera byla pozdéji nazvana po-
sloupnosti Fibonacciho. Jde o nésledujici tlohu (viz [1]):
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MATEMATIKA

Mame pdrek dospélych krdaliki a chceme vedet, kolik pari budeme mit
po uplynuti jednoho roku, jestlize:

e Zddny krdlik neuhyne ani se neztrati,

e kazdému dospélému pdru se kaZdy mésic narodi jeden pdr,

e krdlici dospéji po uplynuti jednoho mésice, do té doby mladé nemagi.

Oznacdime-li F,, pocet krali¢ich pari na konci n-tého meésice, plati
ziejmeé

F1:]., F2:2, F3:3, F4:5, F5:8, F6:13,

a kdybychom takto pokracovali, zjistili bychom, Ze na konci roku méame
Fio = 233 para kralika. Obecné snadno zjistime, Ze pro n > 2 plati

Fo=F, 1+ F, 2.
Pro posloupnost poc¢ti kralicich part tak plati rekurentni vzorec
Fi=1 F=2 F,=F, 1+ F, o pron>2.

Tato posloupnost se nazyva Fibonacciho, jeji ¢leny jsou Fibonacciho
¢isla; s touto posloupnosti budeme v nasledujicim textu pracovat. (V ma-
tematice se castéji za Fibonacciho posloupnost povazuje posloupnost,
ktera se od této ,nasi* lisi volbou pocateénich podminek.)

Nékteré soucty Fibonacciho é&isel
1. Soucet prvnich n Fibonacciho ¢isel:
B+ F+F+...+F,=F,40—2

Tento vysledek ziskdme se¢tenim 7 rovnosti:

Fy=Fy+ I
Fy=F3+ F»

Fn+2 :Fn+l+Fn
2. Soucet prvnich n Fibonacciho ¢isel s lichymi indexy:
Fi+F3+F5+...4+ Fy_1=Fy, —1
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MATEMATIKA
Podobné jako vyse seCteme n rovnosti:

Fy = Fy + Fj

Fop = Fop—o+ Fon1
3. Soucet prvnich n Fibonacciho ¢isel se sudymi indexy:
Fo+Fy+Fs+ ...+ Fy =F40—1
Tento soucet dostaneme odectenim rovnosti:

Fi+F+F3+Fy+... 4+ Fy = Fopyn—2
Fi+Fs+Fs+ ...+ Fop1=Fop— 1

4. Soucet druhych mocnin prvnich n Fibonacciho ¢isel:
FPyF24F2 4. 4+ F2=F,F,,—1
Vysledek dostaneme uzitim vztahu
FoFpy1 — Fpy 1 Fy = Fy(Fpy1 — Fry) = F?
a seCtenim rovnosti:

F}=FF
F} = F,F3 — FiF,
F} = F3Fy — FoFy

FSZFnFnJrl_anan

Schodisté a éisla Fibonacciho

Méjme schodisté o n schodech, po kterém jdeme tak, ze pii kazdém
kroku vynechdme nejvyse jeden schod. Uréime pocet p(n) zpusobu, jak
se takto da schodisté vyjit.
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MATEMATIKA

Vsechny zpusoby rozlozime do dvou disjunktnich tfid podle toho, zda
na prvni schod $ldpneme, nebo ho piekroéime. Sldpneme-li na prvni
schod, ztstane jich n — 1, které lze vyjit p(n — 1) zpusoby; jestlize prvni
schod prekro¢ime, mzeme zbyvajicich n — 2 schodd vyjit p(n — 2) zpt-
soby. Plati tedy

p(n—1) +p(n —2) = p(n),

a protoze je déle p(1) = 1 a p(2) = 2, dostdvame, %e pocet zpiisobi
zdolani schodisté je
p(n) = F,.

Pridejme ke schodisti o n schodech dalsich m schodi a jdéme po tomto
schodisti o n + m schodech vysSe uvedenym zpisobem. VSechny zptsoby
vyjiti — kterych je podle predchoziho vysledku F;,,, — rozlozime do dvou
disjunktnich t¥id podle toho, zda na n-ty schod slapneme, nebo zda ho
prekrocime.

Slapneme-li na n-tj schod, lze celé schodisté o n 4+ m schodech vyjit
F, F,,, zpusoby.

Prekroc¢ime-li n-ty schod, 1ze celé schodisté o n + m schodech vyjit
F,_1F,,_1 zptsoby.

Plati tedy

Fn—lFm—l + FnFm — I'n4tm-

Polozime-li v této rovnosti m = n, dostaneme
2 2 _
Fn—1+Fn *FQH?

neboli soucet druhych mocnin dvou sousednich Fibonacciho cisel je opét
Fibonacciho cislo.
Polozime-li v uvedené rovnosti m = n+1, dostaneme snadnou tipravou

2 2
Fn—i—l - FL—1 = F2n+1a

7

neboli rozdil druhgych mocnin dvou Fibonacciho cisel, jejichz indexy se
list o dve, je opét Fibonacciho c¢islo.

Kombinaéni ¢isla a ¢isla Fibonacciho
Pripomenme si nejprve, ze pocet permutaci z n prvki, z nichz jeden
se opakuje ki-krat, druhy ko-krat, ..., n-ty k,-krat, je

P’ =
(k1,ka, ... kn) AT
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MATEMATIKA

Odvodime nyni vzorec pro pocet k-¢lennych kombinaci s nesousednimi
¢leny z n prvkia. Tyto prvky ocislujeme ¢isly 1,2,...,n a za nesousedni
povazujeme ty, které jsou oznaceny nesousednimi ¢isly v této posloup-
nosti.

Tlustrace: Vsechny trojclenné kombinace s nesousednimi ¢leny z prvkt
1, 2, ..., 7 jsou (1,3,5), (1,3,6), (1,3,7), (1,4,6), (1,4,7), (1,5,7),
(2,4,6), (2,4,7), (2,5,7), (3,5,7).

Kazdou z nich zakédujeme pomoci usporadané sedmice ze tii jedni-
¢ek a Gtyf nul zplisobem, ktery ukdZeme na kombinaci (3,5,7): Prvni
dva ¢leny této sedmice jsou dvé nuly, protoze Cisla 1 a 2 v této kom-
binaci nejsou; dalsim c¢lenem sedmice bude jednicka, protoze d¢islo 3
v této kombinaci je. Takto pokracujeme a dostaneme usporadanou sed-
mici (0,0,1,0,1,0,1). VSimnéme si, Ze mezi kazdymi dvéma jednickami
je vzdy aspon jedna nula! Odtud je vidét, Ze pocet troj¢lennych kombi-
naci s nesousednimi ¢leny ze sedmi prvki je roven poctu permutaci ze
dvou prvki, z nichz jeden se opakuje tiikrat (jednicka), druhy ¢tyfikrat
(nula), pficemZ mezi kazdymi dvéma jednickami je aspoii jedna nula.
Z tohoto konkrétniho piikladu je zfejmé, ze plati:

Pocet k-Clennych kombinaci s nesousednimi ¢leny z n prvkil je roven
poctu permutaci z jedni¢ek a nul, v nichz se jednicka opakuje k-krat,
nula (n — k)-krat a mezi kazdymi dvéma jednickami je asporii jedna nula.

Pocet téchto permutaci dostaneme takto: Protoze mezi kazdymi
dvéma jednickami ma byt aspon jedna nula, vlozime do ,mezery“ mezi
kazdé dvé jednicky (téchto ,mezer* je k — 1) pravé jednu nulu. Vznikne
uspofddand (2k — 1)—tice tvaru 101010...10101, do které je zapotiebi
vlozit n — (2k — 1) nul. Hledany pocet permutaci je tedy roven poctu
permutaci z k jednifek (pfi¢emz k — 1 z nich si myslime spojeno s nulou
ve tvaru 10) a n — 2k + 1 nul, tj. ¢islu

—k+1)! n—k+1
Pllhyn—2k+1) = kDL
(kon=2k+1) = o —5r 1) ( 2 )

které udava hledany pocet k-clennych kombinaci s nesousednimi ¢leny
z n prvka.

Vratime se nyni ke schodisti o n schodech, po kterém vystupujeme
vyse uvedenym zpusobem. Vime uz, ze pocet zpusobu zdolani schodisté
je roven Fibonacciho ¢islu F),. VSechny tyto zpusoby rozlozime do dis-
junktnich t¥id podle toho, na kolik schod@i béhem vystupu Slapneme.
Pocet zptisobt, jak vyjit schodisté, je:
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MATEMATIKA

e nevynechame-li zadny schod: 1
e vynechame-li pravé jeden (posledni vynechat nelze): n — 1
e vynechame-li pravé dva (nesmi byt sousedni!):

(o))

e vynechdme-li pravé tii (zddné dva nesmi byt sousedni):

(n—=1)-3+1\ (n-3
3 L3
Plati tedy:

()10

Vzhledem k tomu, Ze pro k > n je kombinacni ¢islo (Z) rovno nule, je
tento soucet konecny. Plati napi.:

ne () () )+

Vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti

Tento vzorec uvedeme bez dukazu:

(VB (v
2n+1\/5

. o tim. ¥ 2o & . . - ocop s
Je pozoruhodny tim, Ze kazdy c¢len Fibonacciho posloupnosti — coz je
piirozené &islo — je vyjadien iracionalnim &islem /5.

Fn:

Zlaty rez a ¢isla Fibonacciho

Rozdélit tsecku zlatym fezem znamend rozdélit ji na dvé tsecky tak,
aby pomér délky celé tisecky a délky jeji vétsi ¢asti byl roven poméru
délky vetsi a délky mensi Gsecky. Povazujeme-li Gsecku, ktera je rozdélena
zlatym fezem, za jednotkovou a oznacime-li z délku jeji vétsi ¢asti, plati
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MATEMATIKA

Odtud snadno vypocteme

i 1 1445
N 2 x 2

Ukazeme nyni, Ze ¢islo 1 je limitou posloupnosti
x

2 3 5 8 1 21
172”3 5 8’13 7
tj. ze plati
. Fo 1+\/5
lim =
n—oo I}, 2

Vyjdeme ze vzorce pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, ve kterém
pro jednoduchost oznacime

1+vh _ 1-6

2 ’ g U
dostaneme tak

n+1

a—>b| -

) Fn+1 ) an+2 _ b7L+2 ) (l)
lim - lim ———m=lim —~% _ —

n—oo F, n—oo g+l — pntl n—00 b n+1

1 (2

a

1+5

2 Y

n+1
lim <é> = 0.
n—oo \ a

Pfipomenme si geometricky zpusob rozdéleni tsecky AB zlatym fe-
zem. Na kolmici k£ pfimce AB v bodé B sestrojime bod O tak, zZe
|OB| = |AB|/2, a z tohoto bodu opiSeme kruznici s polomérem |AB|/2;
jeji prisecik s tiseckou AO oznacime C. Hledany bod X, ktery rozdéluje
useCku AB zlatym fezem, sestrojime tak, aby jeho vzdélenost od bodu A
byla rovna délce tsecky AC (obr. 1).

= Qq =

nebot b < a a
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A X B
Obr. 1

Posloupnost poslednich ¢islic élentt Fibonacciho posloupnosti

Utvofme posloupnost poslednich ¢islic ¢lenti Fibonacciho posloup-
nosti:
1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,4,3,7,0,7,7,4, ...

Je vidét, ze jde o posloupnost s prvnimi ¢leny 1, 2, ve které kazdy dalsi
¢len je souctem podle modulu 10 dvou ¢lenii pfedchézejicich. Jsme-li tr-
pélivi a vypiseme-li dostatecny pocet ¢lent, zjistime, ze na 59. a 60. misté
této posloupnosti jsou ¢isla 0 a 1. Znamena to, ze od 61. mista se ¢leny
této posloupnosti periodicky opakuji.

Soucet jedné nekoneéné Fady

Ve [2] je odvozen pozoruhodny vztah, ktery v rozporu s ndzvem tohoto
prispévku prilis elementarni neni. Uvadime ho jen pro zajimavost. Plati

=~ A

arccotg Fy + arccotg Fy + arccotg Fg + ... + arccotg Fy,, + ...
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