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PRO ZAKY ZAKLADNICH SKOL

Reseni skolni kombinatorické Glohy

Martin Maly, Brno

Abstract. The article describes one of the possible approaches to the solution
of a general combinatorial problem adjusted to high school or even middle
school level. The readers can try to solve the concluding exercise to test their
understanding of the subject matter.
... nestaneme se kuptikladu nikdy matematiky, byt bychom
podrzeli v paméti dukazy vSech ostatnich matematikt, pokud
nejsme schopni vyresit nékteré priklady také rozumem. . .
René Descartes (Pravidla pro vedeni rozumu)

Kdyz jsem ve druhé poloviné svych dvacatych let zacinal brat ma-
tematiku vaznéji, nez jsem ji braval diive, dostal se mi do ruky vytisk
¢isla 20/97 ¢asopisu 100+1 zahraniéni zajimavost, kde mé zaujal ¢lanek
Netradicni matematika. Clanek pojednava o tehdejsi reformé ve vjuce
matematiky v USA. Jako ilustrace novych metod zavadénych do vyuky
je v ¢lanku uveden problém, ktery fesily déti z 5. tiidy zdkladni skoly
v kalifornském Sun Valley. Otazka zni (cituji z [1]):

»Jestlize si kazdy z pritomnych v této mistnosti s kazdym poda ruku,
kolik to bude podéani rukou?*

Protoze jsem chtél znat feseni a v ¢lanku nebylo feSeni uvedeno, poku-
sil jsem se je najit sim. ReSeni jsem nasel az v obecné roviné, a protoze
mi i dnes, po vice nez patnacti letech, pripada postup jeho ziskani zaji-
mavy, vznikl tento ¢lanek.

Nejdrive preformulujeme uvedeny problém na obecnou kombinatoric-
kou tlohu. Tuto tlohu nasledné vyfesime a odpovime na otazku z [1].

Skolni tiloha

Uréi pro libovolné n € N, n > 1, pocet p, vSech dvouprvkovych
podmnozin n-prvkové mnoziny.
Resent.

Ulohu budeme fesit tak, Ze uzitim obecného konstrukéniho postupu
sestrojime vSechny dvouprvkové podmnoziny malé konec¢né mnoziny a na
zékladé nazorného vyjadieni ,,vhodného“ specidlniho pripadu konstrukce
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pak pro libovolné n € N vétsi nez 1 uréime ¢islo p,. Malou kone¢nou
mnozinou bude mnozina U tvofena libovolnymi péti objekty x1, ..., x5.
Symbolem I budeme znaéit mnozinu {1,...,5}.

Drive, nez prikro¢ime k prvnimu kroku, objasnéme si princip kon-
strukce: VSechny dvouprvkové podmnoziny libovolné koneéné mno-
ziny M tvorené aspon dvéma prvky muzeme sestrojit tak, ze vezmeme
libovolny prvek x € M a utvoiime v8echny dvojice {z,y} C M, zfejmé
pravé tehdy, kdyz |M| = 2. V piipadé, kdy |[M| > 2, ndm po provedeni
tohoto postupu zbude v mnoziné M\{z} aspoil jedna dalsi dvojice; jiné
dvojice nez dvouprvkové podmnoziny mnoziny M\{z} jiz utvofit nemt-
zeme. Je-li tedy M\{z} dvouprvkovd, médme hotovo; jinak aplikujeme
postup, ktery jsme uzili u mnoziny M, na mnozinu M\{z}. A tak dale,
dokud neutvotrime vSechny dvouprvkové podmnoziny mnoziny M a sou-
¢asné tuto mnozinu nezredukujeme na nékterou z jejich dvouprvkovych
podmnozin.

Pfistupme nyni k formulaci konstrukéniho predpisu:

Konstrukce
Az, 2}, i€l v e U\{z;}

—

2. {z;, x}, j e I\{i}, x € U\{w;, =}

3. {xk, x}, ke I\{¢, 5}, v € U\{ay, z;, a}

4. U\{x;, z;, 1}
Ts Xy Ty Ty Xg
Ty Ty Tz Xy Xy
Ts Tyg X3 Ty X
Is T4 T3 T2 X4

Tab. 1: Vycet vSech dvouprvkovych podmnozin mnoziny U; utvorime-li pro
kazdé i € I\{1} vSechny dvojice tvaru {z;,z;}, j € {1,...,i—1}, dostaneme
mnozinu vsech dvouprvkovych podmnozin mnoziny U.

Jednu z fady moznych podob uvedené konstrukce prehledné zachycuje
tab. 1.1 Z ni vyéteme, e ps = 4+342+41 = 10, a nejen to. Vimnéme si,
ze oznadime-li pf, p¥ pFirozend éisla uddvajici, kolikrat se v ¢asti tabulky

1) Pro ziskani nazorné predstavy si muzete konstrukéni postup i modelovat jako re-
alnou ¢innost na vhodnych predmétech, které mate pravé po ruce.
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tvofené po fadé podtrzenymi a nepodtrzenymi symboly prvkd mnoziny U
vyskytuje symbol prvku mnoZiny U, potom ps = p; = pl. Je tedy
ps = 5(ps+p) = % -5-4. Obratme nyni pozornost k tab. 2. Dovedeme-
-li se podivat na ji znazornénou rozlozitelnost tab. 1 o péti sloupcich a
étytech fadcich jako na specidlni pripad rozlozitelnosti zobecnéni tab. 1
o n sloupcich a n—1 fadcich, n € N, n > 1, miZzeme ihned uzaviit, Ze pro
kazdé ptirozené ¢islo vétsi nez 1 je p, = pl, = pl!, odkud p,, = %(p;I +pih,
neboli p, = $n(n —1).

Ts i Ly T3 Ty I

N w4g3 ..... gz ..... gl
o m3£2 ..... gl
b ngl

Tab. 2: Vycet vsech dvouprvkovych podmnozin mnoziny U; ,,zezipované“ ra-
mecky znazornuji rozlozitelnost tab. 1

Cviceni.

1. Pro libovolné n € Ny urcete soucet s,, prvnich n celych nezapornych
Cisel.

2. Najdéte vztah mezi s, a p,, kde n € Ny je libovolné ¢islo.

3. Pro libovolné n € Ny urcete pocet r,, vSech usporfadanych dvojic se-
strojitelnych z n objekt, ma-li se kazdy v kterékoli z nich vyskytovat
nejvys jednou. Navod: Vyjdéte ze vztahu pro p,, kde n > 1. Zkuste
to ale i jinak, napf. pomoci ,,vhodné“ tabulky.

4. Vyjadrete vztah mezi p, a r,, kde n € Ny je libovolné ¢islo.

5. Dosadme v konstrukénim piedpisu uvedeném vySe za proménné i,
7, k konstanty z mnoziny I, napt. po fadé 3, 4, 1. Dostaneme tak
konkrétni podobu konstrukce. Kolik takovychto podob existuje?
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