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INFORMATIKA

O casteCnych souctech prvociselné rady

Antonin Cejchan, FU AV CR, Praha

Abstract. The article deals with interesting properties of partial sums of
a prime numbers sequence and their relations to the values of integer powers
of integer numbers. The exploration of these relations probably has never
been published. The article presents two hypotheses and summarizes previous
achievements in their numerical verification. Finally, the readers are encou-
raged to find proofs or counterexamples to the proposed hypotheses

Uvod

Jednou jsem v rdamci pracovni tlohy (pracuji jako matematik-progra-
mator na fyzikdlnim pracovisti, kde vétsinou pro védce z nejriznéjsich
disciplin tohoto oboru zdpasim se symbolickymi i numerickymi integraly,
diferencidlnimi rovnicemi, pribéhy nejriznéjsich funkei a jejich maximy
a minimy, ale i se soustavami linearnich rovnic s fadou symbolickych pa-
rametri a samoziejmé nasledné i s numerikou v pozadované pfesnosti a
nakonec obvykle s 2D ¢i 3D grafikou, nejéastéji za pomoci integrovaného
matematického systému Maple [1]) velmi volné narazil na pro mé zaji-
mavy poznatek z teorie ¢isel, z néhoz se vyklubaly nasledujici otazky.
Tyto otazky jsou podlozené nemalym vypocetnim tsilim, nikoliv vSak
dikazy. Dovolte, abych vas s nimi béhem nasledujicich kapitol seznamil.

Struény prehled terminologie

Vsichni si asi ze Skoly pamatujeme, co jsou prvocisla. Prvocislo je
pfirozené cislo, tedy celé Cislo vétsi nez nula, které je délitelné pravé
dvéma rdznymi prirozenymi ¢isly, jednickou a sebou samym. Protoze
maji byt tito délitelé rizni, neni jednicka prvocislo. Poc¢atek posloupnosti
prvocisel je tedy

2, 3,5, 7, 11, 13, 17, ...
Ozna¢me si ¢leny této posloupnosti p(n), kde n > 1, takze napf. p(3) = 5.
Prvocisla jsou velmi dulezita v teorii i v praxi. Vime, ze kazdé prirozené

Cislo vétsi nez 1 lze jednoznadné rozlozit na soucin prvocisel [2].
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V praxi je v dnesni dobé zaplavy pocitaci vyuzivana pro bezpecny
prenos zprav metoda RSA, pii niz se pracuje s tzv. tajngm a verejnym
klicem, které jsou vytvofeny na zakladé velkych prvodisel [3].

Jiz Tecti matematici v antice védéli, ze prvocisel je nekonecné mno-
ho [2]. TudiZ v naSem oznaceni bude n = 1,2,... Vezméme nyni 7adu
prislusnou posloupnosti se éleny p(n), coz je soucet

p(1) +p(2) +pB) +... =D _p(n).
n=1

Tento vyraz je samoziejmé roven +oo.
Soucet prvnich i ¢leni

(i) = p(1) +p(2) + - + p(i)

se potom nazyva i-tym castecnym souctem rady prislusné posloupnosti
se cleny p(n), napf. s(5) = 28. A téchto ¢dsteénych soucéti se budou
tykat nasledujici ivahy.

Popis problému a prvni otazky

Pri tehdejsi aloze jsem scital nékolik prvych prvocisel, konkrétné jich
bylo devét, a dospél jsem k souctu 100, ¢imz jsem vlastné vyhodnotil
Castedny soucet s(9). Toto ¢islo je druhou mocninou desitky, coz je samo-
ziejmé prirozené ¢islo. Nebylo na tom nic zvlastniho. Pro¢ by se nemohly
HStykat® v urcitych vztazich, zde v rovnosti, prvky jedné posloupnosti
(zde posloupnosti druhych mocnin 1, 4, 9, ...) naptiklad s ¢dsteénymi
soucty fady posloupnosti zcela jiné, ktera nemé s prvni posloupnosti co
do ¢inéni (snad jen to, Ze jsou v naSem piipadé obé& tvofeny pfirozenymi
¢isly)? Rozhodl jsem se podivat, jak ¢asto k tomuto pripadu dochézi.
Napsal jsem program v jazyku Maple a dal se do pocitani. A postupné
prichézela prvni prekvapeni. V prvni miliardé a pul ¢astecnych souctd
prvociselné fady program nalezl pouze 5 shod se ¢tverci nékterych pfi-
rozenych ¢isel. Vysledky jsou uvedeny v tab. 1. V jejim prvnim sloupci
je index castecného souctu, ve druhém jeho hodnota, ve tfetim je po-
tom ¢asteény soucet zobrazen v podobé druhé mocniny a ve ¢tvrtém je
uveden s faktorizaci zakladu.

Provérené puldruhé miliardy ¢asteénych souctd, i kdyz to neni vici
obdrzenému vysledku tak zcela ,malé“ ¢islo, jisté neodpovida na dotaz,
kolik takovych rovnosti miize existovat. Je vSak docela zajimavé, ze vSech
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pét jich bylo nalezeno jiz v prvnim milionu indext ¢asteénych souctt.
Pro pfedstavu je

s(1 500 000 000) = 25 540 154 953 182 951 389,

pricemz bylo provéreno 5,05 mld. druhych mocnin.

Vznikaji zde tak prvni otazky:

Je édsteénych souctu prvociselné tady rovnych ctverci nejakého priro-
zeného ¢isla konecné nebo nekonecné mnoho?

Nebo je jich dokonce pouze pravé téch pét vyse citovanych a uvedengch
v tab. 19

) s(4) s(4) ve tvaru étverce | faktorizace s(i)
9 100 102 (2-5)2
2 474 25 633 969 50632 | (61-83)2
6 694 212 372 329 14573% | (13-19-59)2
7785 292 341 604 17098% | (2-83-103)?
709 838 | 3 672 424 151 449 19163572 | (463 -4139)2
Tab. 1

Treti mocnina

,Jak to asi pokracuje dale?“, fekl jsem si. Tim ,déale“ jsem mél na
mysli treti mocninu. Tedy: Kolik je ¢asteénych souctl prvociselné rady,
které by byly tfeti mocninou néjakého prirozeného ¢isla? Lehce jsem
upravil vstupni data a zacal vypocCty realizovat. Samoziejmé, Ze jsem
néjaké pozitivni vysledky oc¢ekaval. Jak vsak testy programem pokraco-
valy, postupné jsem ztracel nadéji, ale az prilis brzy jsem se také vzdat
nechtél. Dostal jsem se vypocetné k jedné miliardé, tentokrat vsak pro-
gram nenalezl jedinyg cdstecny soucet prvociselné rady, ktery by se rovnal
treti mocniné néjakého prirozeného ¢isla! I zde uvedme zakladni hodnoty

s(1 000 000 000) = 11 138 479 445 180 240 497,

priemz pocet provéfenych tfetich mocnin je 2,23 mil. Otazka, ktera se
zde vynoftila, tedy zni:

FEzistuje vibec néjaky cdstecny soucet prvociselné tady rovnajici se
treti mocniné néjakého prirozeného cisla?
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Uvahy o vysSich mocninach

Nyni by nas mohlo zajimat, jak je to u téchto ¢astec¢nych soucti vici
vy$§im mocnindm, tedy paté, sedmé, jedenacté atd. V tvahu na testy
zde stacily jen mocniny prvociselné, protoze slozens ¢isla jsou mocninami
i (mensich) prvodisel, obdrzenych z jejich rozkladd, napf. éislo, které je
tficatou patou mocninou néjakého prirozeného ¢isla, je i patou a sedmou
mocninou dvou jinych pfirozenych ¢isel.

Dalsi postup byl nasnadé. Zkusit jesté nékteré vyssi mocniny v pred-
chozim smyslu. Provedl jsem tento test (velmi omezeng) jesté pro péaté,
sedmé, jedenacté, tfindcté, sedmnicté a devatenacté mocniny, tento-
krate do hodnoty s(100000000), a vysledek byl stejny! Program nena-
lezl ani jediny cdastecny soucet prvociselné tady, ktery by se rovnal pdté,
sedmé, ... aZ devatendcté mocniné néjakého prirozeného cisla! Shrnuti
téchto vysledkt se nachazi v tab. 2.

s(4) hledény s(4) pocet k-tych mocnin | pocet nalezenych s(i)
jako k-té | provéfeny v provéreném v podobé k-tych mocnin
mocniny do poctu intervalu pro s(i) prirozenych cisel

2 1,5 mld. 5,05 mld. 5
3 1 mld. 2,23 mil. 0
5 100 mil. 2 508 0
7 100 mil. 267 0
11 100 mil. 35 0
13 100 mil. 20 0
17 100 mil. 9 0
19 100 mil. 7 0
Tab. 2

Zvlasté u druhé a treti mocniny jsme se propracovali k vysokym hod-
notadm ¢astecnych soucti. Ale to vlastné az tak ,nic zvlastniho nezna-
mend“, protoze jak Casteénych souctt, tak jakychkoli mocnin je neko-
necné mnoho.

Vyvstava zde tudiz dalsi otazka:
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Ezistuje viubec nejaky cdstecny soucet rovnajici se pdté, sedme, ... aZ
devatendcté mocniné prirozeného c¢isla?

Pokud predchozi otazky shrneme a zobecnime, dospéjeme k nasledu-
jicimu:

Zjistili jsme, Ze existuje 5 cdstecnijch soucti prvociselné tady, které
se rovnaji druh€ mocniné prirozeného céisla. FExistuji dalsi? A pokud ano,
je jich konecné nebo nekonecné mnoho?

Ezistuje néjaky ddstecny soudet prvoéiselné tady s(i) takovy, aby se
rovnal néejaké k-t€ mocniné prirozeného cisla, kde k je vétsi nez 27

Predchozi vypocty nas zatim spiSe svadéji k tomu, abychom na tyto
otazky odpovédéli:

Existuje pouze téchto 5 cdsteénych soucti prvociselné tady (a tedy jich
je koneéné mnoho), které se rovnagi druh€ mocniné piirozeného ¢isla.

Neexistuje Zadny cdstecny soucet prvociselné rady, ktery by se rovnal
k-té mocniné prirozeného cisla pro k > 2.

Cislice ¢ na pozici | Vyskyt ¢islic ¢ u s(i) (v procentech),
jednotek u s(4) i=1,...,10 000 000

0 10,000 85
10,002 86
10,010 46
9,991 89
9,994 46
10,012 86
10,002 79
9,990 86
9,991 44
10,001 53

—

© | 00 ([N S| O =] W | N

Tab. 3
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Né&které tivahy o pripadnych nerovnostech ¢asteénych soucétu a
mocnin prirozenych ¢isel

,Pro¢ tomu tak asi je? Nejsou ¢asteéné soucty prvociselné fady néjak
(matematicky) znevyhodiiovany vii¢i mocnindm pfirozenych ¢isel (nebo
naopak)?“ Napadlo mé podivat se alespoii na statistiky poslednich ¢islic
(¢islic na pozici jednotek) ¢éisel z obou mnoZin.

Zacal jsem poslednimi ¢islicemi ¢asteénych soucti a vyhodnotil jejich
procentudlni ¢etnost na vzorku o poctu deseti milioni. Vysledky jsou
zachyceny v tab. 3.

A jak je to s poslednimi ¢islicemi u celo¢iselnych mocnin prirozenych
Cisel? Podivejme se, jakou ¢islici kondi jednotlivé mocniny (vysledky jsou
podle sloupcil, mocnina je oznacena symbolem “n, tedy v prvnim sloupci
je vlastné vyjmenovano vSech deset koncovych ¢islic pfirozenych ¢isel;
symbol "1 zde pfedstavuje prvni mocninu) (tab. 4).

"1 C2 73 4|5 6| T |78
0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 8 6 2 4 8 6
3 9 7 1 3 9 7 1
4 6 4 6 4 6 4 6
) 5 ) 5 ) 5 ) 5
6 6 6 6 6 6 6 6
7 9 3 1 7 9 3 1
8 4 2 6 8 4 2 6
9 1 9 1 9 1 9 1
Tab. 4

V fadcich jsou postupné uvedeny posledni ¢islice mocnin éisel (az do
osmé) koncicich na ¢slici v prvnim sloupci. Takze napt. druhd, tteti,
¢tvrtd a patd mocnina c¢isla konciciho trojkou budou mit postupné na
pozici jednotek devitku, sedmicku, jednicku a trojku. Vsimnéme si, ze
se sloupce v tab. 4 po kazdych ¢tyfech opakuji, tedy Ze paty sloupec je
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totozny s prvnim, druhy se Sestym atd. Stejné tak je tomu i nadale, tedy
devaty bude opét shodny s prvnim, desaty s druhym atd L)

Vyskyt jednotlivych ¢islic na pozici jednotek u k-tych mocnin ziskame
pomoci poc¢tu vyskytta jednotlivych éislic v tab. 4, pficemz diky opako-
vani, jak jiz bylo poznamenano vyse, se lze omezit pouze na prvni ¢tyri
sloupce. Vezmeme tedy vytez o rozmérech 10 (fadek) krat 4 (sloupce).
Cislo 40 tedy piedstavuje vSechny moznosti, které mohou pro posledni
¢islici ¢ nastat, jestlize vezmeme libovolné piirozené ¢islo koncici néja-
kou ¢islici d a umocnime je na k +4j, kde k =1,2,3,4 a j je rovno nule
nebo libovolnému pfirozenému cislu. Jak jiz vime, hodnota j vysledek
neovlivni.

Priznivé moznosti, Ze ¢islo
c nkt4 konéi éslici ¢
pricemz n kondi éislici d
0 (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4)
1 (1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4),
(3,4), (7, 4), (9, 2), (9, 4)
2 (2, 1), (8, 3)
3 (3,1), (7, 3)
4 (2,2), (4, 1), (4, 3), (8, 2)
5 (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4)
6 (2, 4), (4, 2), (4, 4), (6, 1),
(6, 2), (6, 3), (6,4), (8, 4)
7 (3,3), (7, 1)
8 (2, 3), (8, 1)
9 (3,2), (7, 2), (9, 1), (9, 3)

Tab. 5

DPozn. redakce: V tomto odstavci je popsana trivialni vlastnost mod 10 — zbytky
mohou byt 0, &1, £2, £3, +4, 5. P4té mocniny 0, 1 a 5 jsou ziejmé. Déle (£2)° = £32,
(£3)5 = £243 a (£4)® = 41024, takze kondi stejnou &islici.
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Na zéakladé uvedenych tvah sestavime tab. 5. V jejim druhém sloupci
uvedeme dvojice (d, k) ptiznivé pro obdrzeni ¢islice c¢. Napt. v fadku pro
¢ = 3 si ve druhém sloupci pfecteme, zZe ¢islici 3 mizeme na misté jedno-
tek obdrzet jako prvni (a také jako péatou, devatou atd.) mocninu éisla
konéiciho trojkou, pro coZ pouzijeme zépis (3,1), nebo také jako t¥eti
(a také jako sedmou, jedenédctou atd.) mocninu é&isla konéiciho sedmié-
kou (zapis (7, 3)). Toto jsou tedy dvé jediné pfiznivé moznosti pro ziskani
¢islice 3 na misté jednotek u libovolné mocniny libovolného prirozeného
isla (viz druhy sloupec tab. 5).

My jsme se vSak v naSich vypoctech nejvice soustfedili na druhou a
tfeti mocninu. Zredukujme tedy pro nasSe tcely tab. 5 na tab. 6, v niz
budou zachyceny pouze tyto dva ptipady.

c "2 "3

0 (0, 2) (0, 3)
1 1(1,2),(9,2) | (1,3)
2 - (8, 3)
3 - (7, 3)
4 11(2,2),8,2) | (4,3)
5 (5,2) (5, 3)
6 | (4,2),(6,2) | (6,3)
7 - (3, 3)
8 - (2, 3)
9 | (3,2),(7,2) | (9, 3)

Tab. 6

Jak vidime z tab. 6, neexistuji pfirozena cisla, jejichz druhd mocnina
kondi ¢islicemi 2, 3, 7 nebo 8. A jaké ¢islice se tedy uplatnily v nalezenych
péti pripadech (viz tab. 1)? Dvakrat to byla dvojice (3,2), jedenkrét
(7,2), tedy tiikrat dvojice pro koncovou devitku, déle jedenkrat (0,2)
(pro koncovou nulu) a jedenkrat (8,2) (pro koncovou étytku). Zadny
z miliardy testovanych ¢asteénych souctt prvociselné rfady neni roven
tfeti mocniné néjakého prirozeného cisla.
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Otézky, hypotézy a (chybéjici) dukazy
Otézky z probiraného tématu byly vysloveny na konci nékolika ka-
pitol. Také byly vysloveny nesmélé hypotézy. Nesmélé proto, ze jsou

pripadné protipiiklady — chybé&ji. Diikazy neumim prozatim (a pravdé-
podobné nikdy umét nebudu) provést. Pokusy o nalezeni protipiikladi,
které by vyslovené hypotézy vyvratily, by vyzadovaly dalsi vypocty s né-
jakymi ,chytrymi“ algoritmy.
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*)Uvod do obecné teorie prostoru, Karolinum, Praha, 2003
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