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Sylvesterovy—Hadamardovy, Kravéukovy
a Sylvesterovy—Kacovy matice

Martina Stépdnovd, Praha

Abstrakt. Je zcela bézné, ze specidlni tridy matic jsou pojmenovany podle matematika, ktery je
bud poprvé piedstavil nebo podstatné prispél k jejich studiu. Clanek je vénovan tiem t¥idam
matic nesoucich ve svych nazvech jména ¢ty matematiki: Sylvesterovym-Hadamardovym
maticim, Kravéukovym maticim a Sylvesterovym—Kacovym maticim. Pfestoze na prvni po-
hled nemaji uvedené tridy prilis spolecného, jsou v textu ukazany jejich vzajemné souvislosti.

Vsichni zminéni matematici zili v 19. a 20. stoleti, data narozeni nejstarsiho a nej-
mladstho z nich déli bez jednoho mésice sto let. Jedna se o anglického matema-
tika JAMESE JOSEPHA SYLVESTERA (3.9.1814-15.3.1897), francouzského matema-
tika JACQUESE SALOMONA HADAMARDA (8.12.1865-17.10.1963), ukrajinského ma-
tematika MICHAILA FILIPOVICE KRAVCUKA (27.9.1892-9.3.1942) a matematika
MARKA KACE (3.8.1914-26.10.1984), ktery se narodil na tzemi dnesniho Polska
a v roce 1943 ziskal americké ob¢anstvi.! Spole¢nym pojitkem t¥{ z nich (s vyjimkou
Michaila Filipovic¢e Kravéuka) neni jen teorie matic, ale i zidovsky puvod.

V textu budeme symbolem N zna¢it mnozinu {1, 2, ... } a symbolem Ny mnozinu
{0, 1,2, ...}.

1. Sylvesterovy—Hadamardovy matice

V roce 1867 publikoval anglicky matematik James Joseph Sylvester ¢lanek s ne-

obvykle dlouhym nazvem Thoughts on inverse orthogonal matrices, simultaneous sign-

successions, and tessellated pavements in two or more colours, with applications to

Newton’s rule, ornamental tile-work, and the theory of numbers [19]. V textu, od jehoz

vydani letos uplyne presné 150 let, predstavil specialni typy realnych matic:
Uvazujme matici prvniho, resp. druhého radu

1 1
51:(1), resp. Sg<1 _1>

INeni vsak jisté, zda je Kacovo datum narozeni 3.8. uvedené na jeho rodném listé spravné. A
Mark Kac narozeniny slavil v tento den, prohlasoval, ze se narodil az 16. 8. Odchylku dat vysvétloval
tim, ze misto jeho narozeni tehdy spadalo pod nadvladu carského Ruska, které pouzivalo julidnsky
kalendéi (informace jsou prevzaty z [14]).
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a dédle Kroneckeriiv soucin Sy ® Ss, tj. matici?

1 1 1 1
So So 1 -1 1 -1
e ( S2 52) 1 1 -1 -1
1 -1 -1 1
Poté uvazujme Kroneckerovy souciny
Sg =S2® 8y, Sig=95®Ss, S32=255& S, ..., Sor =52 @ Sor-1, ...

Na nésledujicim obrazku jsou schématicky zndzornény matice Si6 a Ss2, a to pomoci
relativné ¢asto pouzivaného zptisobu: ¢islo 1 je nahrazeno ¢ernym ¢tvereckem, zatimco
¢islo —1 bilym ¢tvereckem.

ObI‘A 1. Matice 516 a 532

Matice Sor, k € Ny, maji nékteré spolecné vlastnosti zjevné na prvni pohled: jsou
symetrické, maji v prvnich radcich a v prvnich sloupcich pouze prvek 1, pro k£ > 1 jsou
jejich stopy, tj. soucty prvki na hlavni diagondle, nulové atd. Dalsi zajimavou spolec-
nou vlastnost{ jsou po¢ty zmén znamének v jednotlivych fadcich. Sledujme zmény na
fadcich konkrétni matice Sig (obr. 1 vlevo). V prvnim faddku k zadné zméné znaménka
nedochézi, v druhém radku se znaménko zméni patnactkrat, ve tfetim sedmkrat, ...
Pocty zmén na jednotlivych fadcich jsou

0, 15, 7, 8, 3, 12, 4, 11, 1, 14, 6, 9, 2, 13, 5, 10,

kde tucné zvyraznéna ¢isla odpovidaji fadktum, které konéi prvkem 1 (tj. cernym
¢tverefkem). Ve vyctu poétlt zmén znamének se vyskytuji vSechna celd ¢isla z in-
tervalu (0; 15). Pokud bychom na obr. 1 pocitali zmény i pro matici Ssa, nase o¢i by
ziejmé po chvili ,vypovédeély sluzbu“. Pocéty zmén znamének na radcich matice Sso

2Kroneckerovim sou¢inem A ® B komplexnich matic A a B, kde A = (a;;) je typu p X g a B je
typu r X s, je blokovd matice (a;; B) typu pr x gs.
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vsak lze odvodit z poc¢tu zmén v matici S15. Oznacme p; pocet zmén znamének na
i-tém radku matice S16. Potom na i-tém radku, 1 < ¢ < 16, matice S32 bude zmén 2p;,
kond¢i-li i-ty fadek matice S1¢ prvkem 1 (Cernym ¢tvereckem), a 2p; + 1, konéi-li i-ty
fadek matice Sy prvkem —1 (bilym ¢tvereckem). Na (i + 16)-tém Faddku matice Sso
bude zmén 2p;, konci-li i-ty rddek matice S16 prvkem —1 (bilym ¢tvereckem), a 2p;+1,
konéi-li i-ty radek matice S1g prvkem 1 (Gernym ¢tvereckem). Pocty zmén znamének
na fadcich matice Ss2 (odvozené z poét zmén znamének na faddcich matice Sig) jsou
souhrnné zachyceny v druhém a tfetim radku nasledujici tabulky.

| JoJ15[7 [8[3[12]4]11[1]14][6 [9 [2][13]5 [10]
1-16. 7. [J0 [31 [15[16 |7 [24 [8 23 [3 |28 [12 [19 ][4 [27 |11 [20
17.-32.F. [[1[30[14 17 ]6 25 [9 222 [29 |13 18 |5 [26 [10]21

L1 et

Pro kazdé celé ¢islo z intervalu (0; 15) tedy dostaneme jak jeho dvojnasobek, tak
dvojnasobek zvétseny o 1. Pocty zmén znamének na radcich matice Sso proto budou
opét vyjadieny vSemi celymi ¢isly z intervalu (0; n — 1) = (0; 31). Stejnou tivahu mu-
zeme pouzit pro libovolné n = 2, k € Ny. Dospéli jsme tedy k zavéru, ze uvedenou
vlastnost maji vsechny zkonstruované matice S,,, tj. zobrazeni, které kazdému rad-
kovému indexu prifazuje odpovidajici pocet znaménkovych zmén, je bijekci mnoziny
{1,2,3, ..., n} na mnozinu {0,1, 2, ..., n—1}.3

.....

1) prvky matic jsou z mnoziny {—1; 1}; 2) skaldrni souciny* dvou riiznych fadkt
(a obdobné sloupctt) matice jsou rovny 0 (tj. fadky, resp. sloupce jsou navzdjem kolmé).
Naskyta se otdzka, zda existuji matice také jinych (i kdyz tfeba ne vSech) radu,
které splnuji obé charakteristiky. Odpoved na otazku lze nalézt v ¢lanku francouzského
matematika Jacquese Salomona Hadamarda Résolution d’une question relative aux
déterminants [4], ktery je datovan rokem 1893, ¢i v nasledujicich odstavcich.

Definice 1. Ctvercova matice, jejiz prvky jsou bud —1 ¢ 1 a libovolné dva riizné fadky
jsou na sebe kolmé, se nazyva Hadamardova. Hadamardova matice fadu 2, kterou
lze vytvorit vySe uvedenym zpisobem (Sor = Sz ® Sor-1), se nazyva Sylvesterova—
Hadamardova.

Je ziejmé, ze pro Hadamardovu matici H fadu n plati HHT = nl, kde I znaci
jednotkovou matici fadu n. Po vynasobeni tohoto vztahu matici H~! zleva dosta-
neme rovnost HY = nH~! a z ni vynasobenim matici H zprava ekvivalentni rovnost
HTH = nI. Odtud plyne, ze Hadamardova matice mé nejen ortogonalni fadky, ale
i sloupce.

Hadamardovy matice jsou zobecnénim matic Sylvesterovych-Hadamardovych.
Zobecnénim Hadamardovych matic jsou tzv. komplexni Hadamardovy matice, jejichz

30dlisny dikaz uvedeného tvrzeni lze nalézt v [13]. Vlastnost, ze pocty zmén znamének na Fadcich
y y
matic Sy jsou riznd nezapornd celd cisla z intervalu <0; 2k — 1>, se v uvedeném textu nazyva full
sign spectrum.

4Skaldrnim soudinem ,-¢ piitom rozumime ,stiedoskolsky“ skaldrni souéin, tj. zobrazeni mno-
ziny C"xC"™ do C, kde prou = (u1, uz, ..., un) € C*, v = (v1, v2, ..., vn) € C" jeuwv = Zn W; ;.

i=1
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prvky jsou vybirdny z mnoziny {1, —1, i, —i}, a jejich zobecnénim jsou tzv. Hadamar-
dovy matice Butsonova typu, jejichz prvky jsou m-té odmocniny z 1 pro pevné zvolené
prirozené ¢islo m.?

Nasledujici matice jsou priklady Hadamardovych matic fada 1, 2 a 4, které nejsou
Sylvesterovy-Hadamardovy:

1 -1 11
-1 1 -1 1 11

(=1), (1 1)’ 11 -1 1
-1 -1 -1 1

Pokud bychom se snazili vymyslet Hadamardovu matici radu 3, budeme netuspésni.
Je zfejmé, ze dvojice fadki (sloupcil) matice fddu n > 2 musi vzdy mit % stejnych
prvki a ¢ rozdilnych (a tedy opacnych) prvki, a proto Hadamardova matice musi
mit vzdy sudy rad. Existence Hadamardovych matic riznych radua je stale aktudlnim
tématem. Nez pro zajimavost uvedeme nékolik informaci z této oblasti, zavedeme dva

nové pojmy.

Definice 2. Hadamardovu matici, kterd ma v prvnim radku a v prvnim sloupci pouze
prvek 1, nazyvame Hadamardovou normalizovanou matici. Dvé Hadamardovy matice
nazyvame ekvivalentni, jestlize lze z jedné ziskat druhou pouze pouzitim néasledujicich
operaci: permutaci faddku (sloupcti) a vyndsobenim nékterych Fadku (sloupctt) ¢is-
lem —1.

Kazdd Hadamardova matice je evidentné ekvivalentni s Hadamardovou normalizo-
vanou matici.

Véta 1. Rdd Hadamardovy matice je 1, 2 nebo ndsobek cisla 4.

Diikaz: Priklady Hadamardovych matic fada 1 a 2 byly uvedeny vyse, lichy rad byl
jednoduchou tvahou vyloucen. Uvazujme proto dale Hadamardovu matici, pro jejiz
rad n je n > 4. Prevedeme-li ji na ekvivalentni Hadamardovu normalizovanou matici,
Ize jeji sloupce preusporadat tak, aby jeji prvni tii radky byly

1 ... 1 1 ... 1 1 ... 1 1 ... 1

1 ... 1 1 ... 1 -1 ... -1 -1 ... -1

1 1 -1 -1 1 1 -1 -1
a b c d

kde pocty sloupct v prvni, druhé, treti a ¢tvrté skupiné jsou nezdporna celd Cis-
la a, b, ¢, d. Potom

+
+

+

+
- b —

+

S o o

+

Q2 Q2 2
OO0 00
Q QU QL
coos

5Nutno vsak podotknout, Ze terminologie je v této problematice nejednotné. Existuji napi. pii-
stupy, v nichz jsou naopak komplexni Hadamardovy matice (prvky matice jsou jakdkoliv ¢isla lezici
na jednotkové kruznici) zobecnénim Hadamardovych matic Butsonova typu.
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Druhd, resp. treti, resp. ¢tvrta rovnice soustavy plyne z ortogonality vektoru v 1. a 2.,
resp. v 1. a 3., resp. v 2. a 3. fddku matice. SeCtenim rovnic dostaneme n = 4a, ¢imz
je ditkaz hotov.% O

Jiz Hadamard predpokladal, ze pro kazdé n délitelné ¢tyrmi existuje Hadamardo-
va matice radu n. Tato tzv. Hadamardova domnénka se povazuje za platnou i dnes.
Nejniz$im nasobkem ¢isla 4, ktery nelze vyjadiit jako 2%, k € N, je ¢islo 12. Hadamar-
dovu matici tohoto fadu a rovnéz radu 20 sestavil roku 1893 primo Jacques Hadamard
v jiz zminéné praci [4]. Tyto matice jsou znazornény na obr. 2 opét pomoci ¢tvereckii
(existuje jedna, resp. tii tfidy navzdjem ekvivalentnich Hadamardovych matic fadu 12,
resp. 20).

Obr. 2. Hadamardovy matice radu 12 a 20

Z metod, které roku 1933 — v roce své predcasné smrti — predstavil v c¢lanku
On orthogonal matrices [15] anglicky matematik RAYMOND EDWARD ALAN CHRIS-
TOPHER PALEY (1907-1933), vyplyva existence Hadamardovych matic fadu s + 1
a 2(t+1), kde s, t jsou mocniny prvoéisel,” s = 3 (mod 4) a t = 1 (mod 4).

Vzhledem k existenci Sylvesterovy, resp. Paleyovych konstrukei, resp. na zakladé
zobecnéni Sylvesterovy konstrukce® tak plati nasledujici tvrzent:

Véta 2. Hadamardova matice 7ddu n ezistuje pro kaZdé prirozené cislo n = 2%,
k € Ng.
Jestlize jsou matice Hy,, H, Hadamardovy matice vddi p, q, potom H, ® H, je také
Hadamardova matice, a to rddu pq.
JestliZe s;, tj jsou mocniny prvocisel, s; = 3 (mod 4), t; = 1(mod 4), potom ezistuje
Hadamardova matice rdadu
[[2G+0E+1).

0,

6Dodejme, 7ze rovnéz n = 4b = 4c = 4d.

"Nejmensi mocniny prvoéisel jsou 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13, 16, 17, 19, 23, 25, 27, 29, 31, 32, 37,
41, 43, 47, 49, 53, 59, 61, 64, 67, 71, 73, 79, 81, 83, 89, 97, 101, ...

8Viz opét [4].
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Protoze prirozené mocniny ¢isla 2 nalezeji mnoziné {2, 4, 8, 16, 32, 64, ...} a je-
likoz je zfejmé s; + 1 € {4, 8, 12, 20, 24, 28, 32, 44, 48, 60, 68, 72, 80, 84, ...},
resp. 2 (t; + 1) € {12, 20, 28, 36, 52, 60, 76, 84, ...}, existuje pét pfirozenych cisel dé-
litelnych ¢tyimi a mensich nez 100, které nepatii ani do jedné z uvedenych mnozin:
40, 56, 88, 92 a 96. S vyjimkou cisla 92 je vSak lze zapsat jako soucin cisel, které
v mnozinach figuruji. Protoze ad 92 je jednim z mnoha radt, k nimz nelze na zédkladé
véty 2 Hadamardovu matici sestrojit, bylo k potvrzeni Hadamardovy domnénky nutné
hledat dalsi metody konstrukei.

Snahy matematik o objeveni Hadamardovy matice fadu n pro néktera relativné
mald n trvaly dlouho. Napriklad jesté 100 let po vydéni Hadamardova ¢lanku [4],
tj. roku 1993, byly Hadamardovy matice pro n délitelné ¢tyrmi znamy jen pro n < 428.
Matice Hjo8 nebyla zndma ani na prelomu tisicileti, ke zméné doslo az diky vysled-
ktim ¢lanku A Hadamard matriz of order 428 [8], ktery roku 2005 publikovali® Hadi
Kharaghani a Behruz Tayfeh-Rezaie. Poté se pozornost obratila k dalsimu ,proble-
matickému® ¢islu délitelnému ¢tyimi, a to k ¢islu 668. Tento problém zistava nevyte-
Sen zfejmé dodnes. Totéz plati — vybirame-li mezi ¢isly délitelnymi ¢tyimi a mensimi
nez 1000 — jesté pro ¢isla 716 a 892.

Rozluéme se docasné s Hadamardovymi maticemi kratkym prehledem nékolika
jejich dalsich vlastnosti:'°

Norma kazdého vektoru v faddku ¢i sloupci Hadamardovy matice H fadu n je \/n.
Matice H = H/\/n je ziejmé unitarni, nebot je HT = H1.

Hadamardovy matice jsou tzce spjaty s tzv. Hadamard’s mazimum determinant
problem, v némz se hledaji obecné komplexni matice fadu n s prvky a;j, |ai;| < 1,
jejichz determinant je v absolutni hodnoté maximélni mozny. Hadamard dokazal, ze
tato nejvétsi hodnota je n? a Ze mezi maticemi s prvky z mnoziny {—1; 1} spliuji
rovnost |det H| = n% pouze Hadamardovy matice.

2. Kravcéukovy matice

Na uvod této ¢asti zopakujme nékolik vzoreckt, které v mnohych z nas vyvolaji vzpo-
minky na léta stravend ve skamndch na zakladni skole.

(a+b)° = a> + 2ab + V%

(a+b)(a—b) = a? - b2

(a —b)* = a> — 2ab + V%
(a+b)° = a® + 3a® + 3ab® + 1P,
(a+b*@—b) = a + a® — ab® — b,
(a+b)(a—b)° = a® — a® — ab® + b,
(a—0b)® = a® — 3a* + 3ab® — 5.

9Vysledek vsak byl ozndmen jiz v ¢ervnu roku 2004.
107Z4jemce o dalii studium odkazujeme napiiklad na préce [5], [16] &i [12].
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Je ztejmé, ze pokud za a zvolime 1, ziskdme polynomy druhého ¢i tretiho stupné
proménné b. Volme tedy a = 1 a zobecnéme exponent na libovolné n € Ny. Potom

(L+b) (1 —b = kb, j=01,...,n (1)
=0
(n)

Umistime-li koeficienty k;;* do matice (pro pevné j do j-tého sloupce), ziskdme ctver-

covou matici fadu n + 1.

Definice 3. Necht n € Ny. Potom Kravéukovou matici K,, = (kz(jn)) rozumime matici
(n)

fadu n + 1, jejiz prvky k;;” jsou koeficienty ze vztahu (1).

Prave definovany, neprilis znamy pojem se v ¢eské literature vyskytuje i pod nazvem
Krawtchoukovy matice. Ptijmeni Krawtchouk se bézné pouziva v anglickych textech
na zakladé jména, které je uvedeno na Kravcukovych francouzsky psanych pracich.

Michail Kravcuk ale ,své*“ matice viibec nestudoval, zavedeny byly az vice nez
CtyTicet let po jeho smrti. V kratkych ¢lancich Sur une généralisation des polynomes
d’Hermite [10] a Sur la distribution des racines des polynomes orthogonauz [11] z let
1929 a 1933 se vsak zabyval tzv. Kravcukovymi polynomy, které maji tizkou souvis-
lost s tadky Kravcéukovy matice. Tyto matice predstavil pivodem indicky matematik
NIRMAL KUMAR BOSE (1940-2009) az roku 1985 v knize Digital filters: theory and
applications [1].

RAdkové, resp. sloupcové indexy Kravéukovych matic budeme déle oznacovat &isly
0, 1, 2, ..., n misto pouzivangjsiho znaceni 1, 2, ..., n+1 a hovorit budeme o nultém
az n-tém radku, resp. sloupci.

evvs

L1 1 1 1
Ko = (1), K1:(1 1), Ko=[2 0 -2 |,
1 -1 1
11 1 1 1
N ©o2 0 -2
Ky = , Ki=|6 0 -2 o0 6 |,
3o -1 -1 3 4 -2 0 2 -4
L=t 1 -l 1 -1 1 -1 1

1
) 3 1 -1 -3 -5
10 2 -2 =2 2 10
10 -2 =2 2 2 =10 |’
5 -3 1 1 -3 5)
1 -1 1 -1 1 -1

Ks

Jestlize nulté sloupce Kravéukovych matic K,,, n € Ny, zapiSeme ,vycentrované*
pod sebe, dostaneme notoricky znamy Pascaltv trojihelnik:
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n=2>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n==4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1

Prvky v nultych sloupcich Kravéukovych matic jsou totiz binomické koeficienty,
konkrétné kfg ) = (?) Prvky v poslednich, tj. n-tych sloupcich jsou v absolutni
hodnoté opét tyto koeficienty, ale lisici se pro lichy radkovy index ¢ znaménkem,
t]. k:(n) (—1)i (). V nultych fadcich je pouze prvek 1, v n-tych Fddcich se pravidelné
stmdap prvky 1 a —1. Kravéukovy matice jsou také ,az na znaménko symetrické podle
stfedu“: absolutni hodnoty ¢tyt prvki v i-tém ¢i (n — i)-tém fddku a soucasné v j-tém
a (n — j)-tém sloupci jsou shodné, presnéji

k

= k™ ‘_

in—j

K] = [k

n— Z,j

(n) ‘

n—i,n—j| "

Kravcéukova matice mé proto pro libovolné n € Ny tvar

1 1 1 1 1 1
() -1
(3) B kY (3)
K, =
(") £k k) (=1)"2(,",)
(nﬁl) (71)”*1(7121)
1 -1 1 e (=) (=)t (—m

Je prirozené se ptat, zda lze vyplnit dosud prézdné mista bez vypoctu koeficientt
polynomii (14b)"~9(1—b)7. Viraz (14+b)"~7(1—b)? je mozné roznasobit a z rovnosti (1)
zjistit, ze pro prvky Kravcéukovy matice plati

= (2)0)

Postupovat vsak mtzeme jednodussim zpusobem; lze vyuzit tzv. ctvercové identity.
K jejimu dikazu bude vhodné znat nékolik vztaht.

Je vseobecné znamo, ze souctem dvou sousednich prvki na fadku Pascalova troj-
thelniku je prvek, ktery lezi bezprostiedné pod (a mezi) nimi (pfi neexistenci jednoho
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ze sCitancu pri¢itdme k jednomu prvku éislo 0). V nasi symbolice tedy plati vztah
k:(n)l ot k:(n) = k(nﬂ) Obdobny vztah vSak plati i pro j # 0. Uvazujme tedy i trOJ—
uhelmky Vytvorene ze sloupct Kravéukovych matic K,,, n € Ny, s indexy 7 =1, 2,
tikejme jim napt. zobecnené Pascalovy trojuhelniky. Dva takové trojuhelniky (pro j= 1
a j = 2) jsou zndzornény nize (na mistech, kde n < j, je symbol e):

n=20 °

n=1 ° °

n=2 1 —2 1

n=3 1 -1 1
n= 10 —2 0 1

V nésledujici vété vyjadiime nejen soucet dvou sousednich prvkia na témze radku
libovolného (zobecnéného) Pascalova trojihelniku, ale predstavime také tii vztahy,
které plati pro prvky ruznych trojihelnikit. Déle pritom budeme prvky k(n) a k:gjr)l g
pokladat rovny 0.

Véta 3. Necht K,, = (kfjn)) aKpp1 = (kg-l“)) jsou Kravcukovy matice. Potom plati

O (i) kY o+ R =2k
(i) k) — k" =R (iv) kY kY =2k
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Diikaz: (i) Dle (1) je
A+ —by = S kTN, =01, 0+ 1 (3)

Vypocitdme levou stranu vztahu (3):

(1+b)" (1 —b) =(1+b)(1+b)" 7 (1—-b) =

= (140> kI = ST R by kb =
i=0 i=0 i=0

=k + kY0 o+ B o ke
R I N T AU AR

n+1 .
=3 (R, +E) 0
=0

) B = koD,

Vzhledem k pravé strané vztahu (3) je k; " ;

(ii) Postupujeme zcela analogicky jako v ditkazu ¢dsti (i), pouze uvazime, ze
(1 5O = B = (1) (148 (1B,
coz je ekvivalentni rovnosti

n+1 n

+1) 74 0
SRV = (1-0) > kb
i=0 =0

(iii) Postadi se¢ist rovnosti (i) a (ii).
(iv) Postaci odecist od rovnosti (i) rovnost (ii). O

Vztah (i) je notoricky zndmy. Pro kazdou ze zbyvajicich rovnosti uvedeme piiklad
pro konkrétn{ hodnoty indext (jednotliva ¢isla jsou pro lepsi orientaci ¢tenafe zvyraz-
néna ve vyse uvedenych zobecnénych Pascalovych trojihelnicich):

(i1) KY — kY = KD, 0 - 1 = -1,
(iif) ED o4 kS = ol 3 + 1 = 2.(-1),
(iv) BY - kB = 2k, 2 - (-2) = 22

Ptvabné zobecnéni Pascalovych trojuhelnikii uvedl Jerzy Kocik v pojednani Kraw-
tchouk matrices, Feynman path integral and the split quaternions [9]. Jestlize Kravéu-
kovy matice poskladame ,na sebe“, ziskame ,jehlan“, kterému budeme fikat Kravcu-
kova pyramida (obr. 3). MnoZinu prvkua kz(jn) se stejnym indexem n nazyvejme patro
pyramidy (patro pro n = 3 je na obr. 3 zvyraznéno Sed¢).
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Obr. 4. Prvky k:fjn) se stejnym indexem ¢ =1 (vlevo) a j = 2 (vpravo)

Na obrazcich 3 a 4 jsou viditelné vzdy dvé stény Kravéukovy pyramidy (presnéji
Feceno jeji ¢asti) — levd a predni. Leva sténa obsahuje prvky Pascalova trojihelniku.
Rezy pyramidou ,rovinami“ rovnobé&znymi s touto sténou ziskdme zobecnéné Pas-
calovy trojthelniky pro jednotlivé indexy j (na obr. 4 vpravo jsou Sedé zvyraznény
prvky s indexem j = 2). Rezy rovnobéznymi se zadni sténou pyramidy ziskdme prvky
se stejnymi indexy ¢ (na obr. 4 vlevo jsou Sedé zvyraznény prvky s indexem i = 1).

Na Kravcukové pyramidé lze hezky zndzornit i vztahy z véty 3. Oznacime-li kvl
uspore mista v obrazku

a=k"

_ 7.(n) _ 1.(n+1) _ 1.(n+1)
1—1,77 b—k}%] ’ C_ki,j 5 d—k

i,j+1 0
lze rovnosti z véty 3 prepsat takto:

(i) a+b=c, (i) e+ d=2b,

(i) b—a=d, (iv) ¢—d=2a.
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Obr. 5. Znazornéni rovnosti (i)—(iv) z véty 3

Vybereme-li z pyramidy ¢tyti stavebni kameny odpovidajici prvkum a, b, ¢, d a pro
jednotlivé rovnosti obarvime kameny, s nimiz operujeme, svétle Sedou barvou a vysle-
dek tmavé Sedou barvou, lze vztahy znazornit tak, jak je tomu na obrazku 5.

Ve vsech ¢tyfech vztazich séitdme (odéitdme) prvky ze stejného patra pyramidy,
vysledek nachdzime o patro nize (rovnosti (i) a (ii), na obr. 5 vlevo), nebo o pa-
tro vySe (rovnosti (iii) a (iv), na obr. 5 vpravo). V pripadé vztahu (i), resp. (ii) se
,pohybujeme* v rovindch rovnobéznych s levou, resp. pravou sténou pyramidy. V rov-
nosti (iii), resp. (iv) se ,pohybujeme* v rovindch rovnobéznych se zadni, resp. predni
sténou pyramidy.

Nyni miizeme pristoupit k formulaci a dikazu vyse zminéné ¢tvercové identity.

Véta 4. Necht

B B
K
n (n) (n)
kij  kign
je Kravcukova matice proi=1,2,....,naj=0,1,...n—1. Potom
(n) _ 1.(n) (n) (n)
kij =k T ki TR

tj. pro ¢tyri navzdjem ,sousedici® prvky Kravcéukovy matice K, plati: prvek v levém
dolnim rohu je souctem tri proki zbyvajicich.

Diikaz: S vyuzitim rovnost{ (i) a (iii) pfedchozi véty dostaneme

(R + 557 ) + (R + k) = BG4 kD = 28

J ) ) 1y 0

a tudiz
R e R = K. 0

(n)
k t,J+

i—1,5
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K sestaveni Kravéukovy matice K, tedy staci napsat na jeji nulty fadek (n 4 1)-krat
prvek 1, do posledniho sloupce binomické koeficienty se stiidajicimi se znaménky a zby-
vajici prvky vyplnit (od pravého horniho rohu k levému dolnimu rohu matice) pomoci
¢tvercové identity:

1

11
< =)
e

(=1)"
Také s Kravcukovymi maticemi se na chvili rozlouc¢ime, tak jako u predchéazejici
tiidy matic, uvedenim jejich dalsi zajimavé vlastnosti:'!

e Jestlize K, je Kravéukova matice, potom (Kn)2 =2"].

U Kravcéukovych matic tedy na sebe obecné nejsou kolmé dva rtizné radky ¢i dva
ruzné sloupce, ale navzdjem kolmé jsou dvojice radek—sloupec s vyjimkou dvojic se
stejnym indexem.

3. Sylvesterovy—Kacovy matice

V roce 1854 se vyse zminény James Joseph Sylvester zabyval v praci Théoréme sur les
déterminants de M. Sylvester [18] determinanty

A
RYNE

S N >
—_ > =
> N O

1
)\ Y

OO W >
SN > =
= >N O
> w o O
O OO =
OO W > =
O N >N O
= > w o O
>k O O O

Tim si zajistil, ze se jeho prijmeni dostalo do nazvu dalsi tiidy matic.

Definice 4. Necht n € N. Potom Sylvesterova—Kacova matice C,, je ¢tvercova matice
radu n + 1 tvaru

0 1 0 0 0 0

n 0 2 0 0 0

0 n—-1 0 0 0
C, =

0 0 0 - 0 n-1 0

0 0 0o 0 2 0 n

0 0 0 0 O 1 0

HPodrobnéjsi informace o Kravéukovych maticich lze nalézt v publikacich jiz zminéného Jerzyho
Kocika a dale Philipa Feinsilvera, kolegti z Southern Illinois University v Carbondale. Na zakladé
jejich textu byla sepsdna tato ¢dst pravé cteného ¢lanku. Z konkrétnich praci uvedenych autorta
jmenujme [2] a [3].
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Pi{jmeni Marka Kace je v pojmenovani téchto matic predevsim na pocest jeho
uspésného dukazu véty o vlastnich éislech matic C), (viz nize véta 5) a nalezeni piislus-
nych vlastnich vektori. Stalo se tak roku 1946 v pribéhu jeho prednasek v souvislosti
s Brownovym pohybem.'? Z Kacovych publikaci jmenujme Random walk and the theo-
ry of Brownian motion [6] z roku 1947 a Probability and related topics in the physical
sciences [7] z roku 1959. Sylvesterovy—Kacovy matice jsou relativné ¢asto nazyvany
pouze Kacovy matice.

Pro oznaceni radkovych, resp. sloupcovych indextt budeme i u téchto matic dale

pouzivat ¢isla 0, 1, ..., n. Pfitéto tmluvé je Sylvesterova—Kacova matice C,, ¢tvercovou
matici, pro jejiz prvky cz(-;z) je
7, jestlize 1 = j — 1,
cz(-;z) =< n—yj, jestlizei=j 41,
0 v ostatnich ptipadech.

Neékolik prvnich Sylvesterovych-Kacovych matic je tedy

01 0 O
0 1 0
0 1 3 0 2 0
Cl_(10)7 02_ (2)5-)(2) ) 03_ 0 2 0 3 ’
00 10
0100 0 01 0 0 0 O
5 0 2 0 0 0
40200 04 0 3 00
Cy=| 0 3 0 3 0 |, C5= )
003 0 40
00 2 0 4
000 1 0 0 0 0 2 0 5
0 0 0 0 1 0

Jak 1ika nasledujici véta, vlastni ¢isla Sylvesterovy—Kacovy matice jsou prvky arit-
metické posloupnosti s diferenci 2.

Véta 5. Viastni cisla Sylvesterovy—Kacovy matice Cy, jsou
n, n—2, n—4, ..., —(n—4), —(n—2), —n.

Vétou 5 jsme se zabyvali jiz v minulém roc¢niku tohoto c¢asopisu v ¢lanku Olga
Taussky-Todd: z Olomouce do Pasadeny [20]. Reprodukovali jsme i jeden jeji jedno-
duchy dukaz, ktery lze v mirné modifikované podobé nalézt v clanku Another look
at a matriz of Mark Kac [21] manzelt OLGY TAUSSKY-TODD (1906-1995) a JOHNA
TobpbA (1911-2007). Dukaz jiz opakovat nebudeme, jen pfipomeneme, Ze jsme pouze
vyjadrili determinant charakteristické matice C,, — A\I, kde I je jednotkovd matice
radu n + 1, a provedli bézné radkové ¢i sloupcové tipravy, resp. rozvinuli determinant
podle jeho tadku. Dospéli jsme k rovnosti

det(Cp — AI) = (n— A) - det (cn,l — (A + 1)1).

2Hodnoty vlastnich ¢fsel matic Cp, byly ,tudeny jiz dvacet let pred Kacovym prvnim dikazem.
O dukaz se roku 1926 netuspésné snazil rakousky fyzik ERWIN RUDOLF JOSEF ALEXANDER SCHRODIN-
GER (1887-1961) v treti ¢4sti textu [17].
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Protoze je det(Cy — M) = (A—1)(A+1) a det (Cl —(\+ 1)[) = A(A+2), je vyjadreni
charakteristickych polynomu Sylvesterovych—Kacovych matic, a tedy i dukaz véty 5,
jiz jen mechanickou zalezitosti.

sledky: vlastni ¢isla Sylvesterovych-Kacovych matic jsou navzdjem razna, Jordantv
kanonicky tvar J,, matice C,, je diagonalni matice fadu n—+1s prvky n, n—2,n—4, ...,
—(n—4), —(n—2), —n na diagondle a sloupce matice A ze vztahu J,, = A~1C, A jsou
tvoreny n + 1 vlastnimi vektory matice C),. Pokusme se na matici A nezapomenout.
Napadla vas nyni otazka, zda se s ni jesté v dalsim textu potkame, ze? Nebo jsme s ni
jiz byli seznameni? Kdo si pocké, ten se docka! Neodhalujme nyni tajemstvi a uvedme
nékteré zajimavé vlastnosti matice C),.

Prvky Sylvesterovy-Kacovy matice C),, jsou nezédporna ¢isla a soucty prvkia ve
vsech jejich sloupcich jsou n. Je proto velmi jednoduché ziskat z této matice matici
sloupcové stochastickou, tj. matici, jejiz prvky jsou nezdporné a soucty prvki ve vsech
jejich sloupcich jsou rovny 1. Staci vzit matici C,, = %Cn.

Pro n = 4 napriklad dostavame

01000 04 000
_ 4|40 200 102 00
c4=103030=0§0§0
0020 4 00 2 01
00010 000 %0

Prvky stochastické matice vyjadiuji pravdépodobnosti zmény jisté situace z jed-
noho stavu do druhého.

Uvazujme dva klobouky L a P, v nichz je celkem n kouli. Nahodné vybereme libo-
volnou kouli a pfemistime ji z jednoho klobouku do druhého. Symbolem (k) oznacme
stav, kdy je v klobouku L pravé k kouli (tj. v klobouku P je n — k kouli). Potom

prvek Ef;l) vyjadiuje pravdépodobnost, Ze se po presunu jedné koule zméni stav (j) na
stav (2).
Na obrazku 6 jsou znézornény klobouky s n = 4 koulemi, tj. situace odpovida

matici 54. Hodnota % prvku E(ﬁ) vyjadiuje pravdépodobnost, Ze ze stavu (1) prejdeme

premisténim libovolné koule do stavu (2). Pfi vybéru premistované koule totiz mame
celkem ¢tyTi moznosti (jedna koule v klobouku L a tfi v klobouku P), avSak jen pii
vybéru jedné ze tii kouli v klobouku P budou v klobouku L dvé koule, tj. pravdépo-

dobnost piechodu ze stavu (1) do stavu (2) je skutecné 3.

Sylvesterovu—Kacovu matici C,, lze také jednoduchou transformaci prevést na ma-
tici symetrickou.

Véta 6. Pro Sylvesterovu—Kacovu matici C,, existuje podobnd matice én, kterd je
symetricka. Za matici Dy, ze vztahu

Cn,=D;'C.D,

lze volit napriklad diagondini matici ¥ddu n+ 1 s proky diz = /(7), i =0,1, ..., n,
na diagondle.
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Obr. 6. Premistovani kouli mezi dvéma klobouky

Dikaz: Evidentné je ’CEJ”) = ﬁ EJ’L) \/ (j) S vyjimkou prvku EEIQH a Zfi)l,u
1 =0, 1, — 1, budou prvky A("-L nulové.

Protoze c< Ll =1+ 1, plati pro pIka Cii +1 (v linii ihned nad diagonélou)

& L "VY=Vn-0G
Ciir1 = (??).(ZJFU. (7_/_‘_1) (n—14)(i+1).

Jelikoz cgi)“ = n — 1, plati pro prvky 65?171- (v linii ihned pod diagondlou)

== =iy (§) = VI G D

2

a dukaz je hotov. O

Napt. pron = 3 je

3 3 3 3 n n
6(()1) = é()) = \/§, 2(12> = Eél) =2 a Eéa) = /552) = \/5,
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o ¢emz se milzeme piesvédcit i vypocéitanim soucinu Dy LCyDy:

> 0 0 0 0100 VI 0 0 0
0 5 0 0 3020 0 V3 0 o0 | _
oo%o 02 0 3 0 0 V3 o0 |~
000% 00 10 0o 0 0 V1

0 0
V3 0 0
0 2 V3
0 0 0
4. Vztahy mezi tridami matic

Predstavili jsme tfi tfidy matic, které spolu na prvni pohled prilis nesouvisi. Nejvyraz-
néjsimi spole¢nymi rysy jsou zcela jisté skutecnosti, ze se jednd o matice ¢tvercové a ze
jejich prvky jsou celd ¢isla. Nyni ukazeme, ze jsou v rodiné matic blizkymi pribuznymi
a ze vztahy mezi nimi jsou relativné davérné.

Pouzivejme déle raddkové i sloupcové indexy vsech matic, tedy i Sylvesterovych—
Hadamardovych, z mnoziny {0, 1, ...}.13

Uvazujme Kravéukovu matici K,. Vime, Ze ,az na znaménka je stredové sou-
mérnd“. Prevedme ji jednoduchou operaci na matici symetrickou.

Definice 5. Symetrickou Kravcukovou matici M, budeme rozumét matici
M, = K, By,

radun+1, kde B, je ¢tvercova diagondlni matice radu n+1, jejiz prvky b;; na diagonale
jsou binomické koeficienty (7).

Nésobime tedy j-ty sloupec Kravcukovy matice binomickym koeficientem (?)
Napft.

1 1 1 1 1 0 0 O 1 3 3 1
Mo — 3 1 -1 -3 0300 |3 3 -3 -3
P73 -1 -1 3 0030 |3 -3 -3 3
1 -1 1 -1 00 0 1 1 -3 3 -1

Pocetni ovéreni, ze privlastek symetrickd je v ndzvu matice M,, = (mg)) zcela na

z(;L) — m§?), 14

Protoze M,, = K,B,, je K, = MnB;I. Pokud bychom tedy naopak chtéli ze
symetrické Kravcukovy matice M, ziskat Kravcukovu matici K,,, staci matici M,
vyndsobit zprava diagondlni matici s prvky b;; =1 / (T;)

misté, tj. ze plati m nechavame na Gtenari.

138ylvesterova—Hadamardova matice Sy je fadu 2k jeji f4dkové a sloupcové indexy jsou z mnoziny
{0, 1,...,2k— 1}; Kravéukova matice Ky je fadu n + 1, indexy jsou z mnoziny {0, 1, ..., n} atd.
14Pro zdjemce pridavame napovédu: prvky mxl) a mi?) staci vyjadrit v zavislosti na prvcich kf]")

a k](.?), poté zapsat pomoci vztahu (2) a vysledky porovnat.
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Praveé zavedena symetrickd Kravéukova matice nam umozni propojit Sylvesterovy—

fady je piimo S; = Ko a Sy = K.

Definice 6. Necht n € Ny a n = >, d;2" (bindrnf rozvoj &isla n). Potom zobrazenf
f:Ng — Ny nazveme dvojkovou prerazovaci funkct, jestlize

fn)=> d.
l

Jelikoz prvky d; mohou nabyvat jen hodnot 0 nebo 1, je hodnota f(n) rovna poctu
jednicek — jakozto koeficienttt — v binarnim rozvoji ¢isla n.
V nésledujici tabulce je nékolik hodnot f(n) pro nejmensi n.

| n [ f(n) |
0 0-201 0
1 = 1-20 1
2 = 1-21 1
3 = 1-28 + 1.20) 2
4 = 1-22 1
5 = 1-22 + 1-200 2
6 = 1-22 4+ 1.2! 2
7 = 1-22 4+ 1-28 4+ 1.200 3
8§ = 1-23 1
9 = 1-23 + 1-200 2
10 = 1-23 + 1.2¢ 2
11 = 123 + 1.2+ 1-20] 3
12 = 1-23 4+ 1.22 2
13 = 1-23 4+ 1.22 + 1-2001 3
14 = 1.2 + 1.22 4+ 1.2! 3
15 = 1.2 + 1.22 4+ 1.2 + 1.2 4
16 = 1-2¢ 1

Je zfejmé, ze f(2F) = 1 a ze f(2¥ +t) = 1+ f(t) pro 0 < t < 2*. Pfiddme-li
k poslednimu vztahu udaj f(0) = 0, ziskdme rekurzivni zavedeni funkce f. Platnost
rovnosti f(2F +¢) = 1 + f(t) je ndzorné vidét v poslednim sloupci tabulky: je-li
n = 2%, snizi se hodnota f(n) na 1 a pocet koeficienttt d; = 1 se nacita jakoby znovu
od zacitku. Nejprve se zopakuji hodnoty f(2F~1) az f(2% — 1) a poté se tyto hodnoty
zveétsi o jednicku.

= T
DN NN
N DN N
W w w
DN DN
w w
w w

4
4 2 3 3 4 3 4 45
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Véta 7. Necht Sor = (s4r) je Sylvesterova—Hadamardova matice. Potom pro pruky ml(-;-c)

symetrické Kravéukovy matice My vddu k + 1 plati

k
ml(f) = Z Sqr-

fla)=i
f(r)=3

Pri hledani prvki symetrické Kravéukovy matice tedy postupujeme takto: ohodno-

time radky a sloupce matice Sy pomoci funkce f a prvky ml(-;-c) poté ziskame sectenim

vSech prvki sg,, které lezi v fadcich a sloupcich, jejichz ohodnoceni je i a j.

Potrebujeme pritom znat hodnoty prvku mz(-f) pro vsechna é,5 = 0,1, ..., k.
Cisla ml(-;-c) pomoci vztahu uvedeného ve vété 7 doopravdy ziskdme, nebot f(2F—1) = k,
a tedy

{f(O),f(l),,f(2k—1)}:{0, ]-a”'vk}'

Postup ukazeme na prechodu od konkrétni matice Sos = Sg k symetrické Kravcu-
kové matici M3 radu 4. Matice Sg spolu s ohodnocenim radki a sloupcu je

1 1 2 1 2 2 3
1 1 1 1 1 1 1
-1 1 -1 1 -1 1 -1
1 -1 -1 1 1 -1 -1

-1 -1 1 1 -1 -1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
-1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 1 1 -1

WNNRFENFER~O
e e e e e =)

Napriklad prvek m;‘? je souctem prvki v fadcich ohodnocenych 2 (¢ = 3, 5, 6) a sou-

¢asné ve sloupcich ohodnocenych 1 (r =1, 2, 4), tj.

m531) = 531 + 832 + 834 + S51 + S52 + S54 + S61 + Se2 + Sea = —3.

Po vypoctu zbyvajicich prvka ziskame skuteéné matici

1 3 3 1
3 3 -3 -3
3 -3 -3 3
1 -3 3 -1

My =

1 1

a po vyndsobeni této matice zprava diagondlni ¢tvercovou matici s prvky 1, 3, 3, 1 na

diagondle i matici K.

Pojdme jesté odhalit vztah Kravéukovych a Sylvesterovych—Kacovych matic, ¢imz
dokonc¢ime propojeni vsechny tiid matic uvedenych v ¢lanku.

Vzpomindte na neodtajnéné tajemstvi? Na transformacéni matici A ze vztahu
AJ, = C,A tvorenou vlastnimi vektory Sylvesterovy—Kacovy matice C,,? Matici A
jiz zndme, neni to totiz nic jiného nez Kravéukova matice K,,! Slozky kazdého z n + 1
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vlastnich vektort matice C), jsou, vybereme-li vlastni vektory zacinajici prvkem 1,
praveé koeficienty Kravéukovy matice pro j = 0, 1, ..., n. Napriklad pro n = 3 tedy
plati K3J3 = C3K3Z

1 1 1 1 30 0 O
3 1 -1 -3 o1 o0 0]
3 -1 -1 3 00 -1 0|
1 -1 1 -1 0 0 0 -3
01 00 1 1 1 1
13 0 2 0 3 1 -1 -3
10 2 0 3 3 -1 -1 3
0 0 1 0 1 -1 1 -1
5. Zavér

Zavzpominejme na zavér na vSechny definované tridy matic. Predstavme si je jako
mésta na mapé a projdéme znovu cesty, po nichz muzeme tato mista navstivit.

Za vychozi stanovisté pro zdolani tury je dobré zvolit Sylvesterovy—Hadamardo-
vy matice Son Tadu 2™, které jsou soucasti aglomerace matic Hadamardovych. Od
matic Son lze s pomoci dvojkové pretazovaci funkce vystoupat k symetrickym Kravcéu-
kovym maticim M,, fadu n + 1, od nichz vede nenaroc¢né cesta s jedinou prekazkou
v podobé nasobeni vhodnou diagonalni matici ke Kravéukovym maticim K, radu n+1.
Do cile, ke Sylvesterovym—Kacovym maticim C), fadu n+1, dospéjeme neprilis znaveni
pomoci vztahu C,, = K,J, K, !, kde Jordanovy kanonické tvary J, sestavime velice
jednoduse s vyuzitim véty o vlastnich ¢islech matic C,,.

Podékovani. Dékuji touto cestou doc. Antoninu Slavikovi, doc. Jindfichu Be¢va-
fovi a rovnéz mné neznamému recenzentovi za precteni predchozi verze textu a za
nasledné cenné pripominky.
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