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NASE SOUTEZ

Nase soutéz

Predkladame dalsi dvé tlohy Nasi soutéze. Muzete je vyTesit a Feseni
poslat na adresu redakce. ReSeni miize byt v elektronické ¢i papirové
podobé. Redakce feseni opravi a opravené vam je zasle zpét. V nékterém
z nasledujicich ¢isel pak najdete tlohy vyfesené. Za feSeni kazdé tlohy
muzete ziskat az 5 bodu.

Soutéz je kontinualni, coz znamend, Ze se vysledky jednotlivych fesi-
teld s¢itaji a vede se pribézna vysledkova listina (za minulé i letosni roé-
nik dohromady). V listiné se nerozlisuji Glohy matematické a fyzikalni.
Nejlepsim fesitelim bude kazdym rokem zasldna odborna literatura.

Nyni predklddame dvé tulohy, jejichz feseni poslete do 31. prosince
2017 na adresu redakce.

Uloha 65 V oboru komplexnich &sel feste soustavu rovnic:

r+y =1
oyt =7

(Jaroslav Zhouf)

Uloha 66 Rozjizdéni automobilu
Automobil se rozjizdél z klidu pusobenim stalé sily po vodorovné sil-
nici tak, Ze na konci rozjezdové drahy byla jeho rychlost v. Vypoctéte
a) pramérnou rychlost vp1 automobilu ve druhé poloviné doby tohoto
pohybu,
b) primérnou rychlost vpe automobilu ve druhé poloving drahy tohoto
pohybu.
Reste nejprve obecné, potom pro hodnotu v = 20 m-s~1.
(Miroslava JareSovd)

Reseni tloh z ¢&isla 4/2016
Uloha 59 Pro nezéporné celé n definujeme f(n) jako é&islo, jehoz binarni
zapis vznikne tak, Ze nejprve zapiSeme binarné cislo n, a poté v ném

nahradime cifry 0 ciframi 1 a opa¢né (pfipadné vzniklé cifry 0 na zac¢atku
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ignorujeme). Napiiklad n = 23 mé binarni zdpis 10111, takZe bindrni
zapis f(n) je 1000, neboli f(23) = 8. Urcete

> F6),
j=1

kde f™(k) znac¢i n-nasobnou aplikaci funkce f na ¢islo k.
(Martin Pandk)

Reseni: Ukazeme, ze f"(n) = 0 pro libovolné kladné n.

Ozna¢me pro libovolné n jako k(n) nejmensi pfirozené ¢islo, pro které
je f*¥(™) = 0. Ukdzeme indukci pomocné tvrzeni, totiz ze k(n) je liché &islo
pro lichd n a sudé ¢islo pro n suda. V obou pfipadech pak je k(n) < n.

Snadno ovéfime, 7e k(1) =1 a k(2) = 2. Nyni necht n > 2 a pfedpo-
kladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechna m < n. V§imnéme si, ze f(n) je
liché pro sudé n a naopak (pfedpis pro f(n) méni posledni bit ¢isla n).
Déle evidentné f(n) < n, tudiz

frn) = 7 (f(n),

atedy k(n) =k (f(n))+1, a pro n licha je f(n) sudé, tedy podle induké-
niho pfedpokladu je k(f(n)) sudé, tedy k(f(n))+ 1 je liché. Analogicky
pro suda n. Pomocné tvrzeni je tedy dokazano.

Nyni si sta¢i povsimnout, ze f'(0) = 0 pro [ sud4 a n — k(n) je sudé.

Tudiz
£ () = £ ) = 70 0) =,

Kazdy c¢len uvazovaného souctu je tedy nulovy, tedy i celd suma.

Uloha 60 Ledovd kra
Ledové kra mé tvar desky vSude stejné tloustky. Kra plave na vodni
hladiné jezera, jeji tloustka je h = 0,3 m, ploSny obsah jedné vodorovné
stény je 5 m?. Hustota vody je o1 = 1000 kg - m~3, hustota ledu je
02 = 920 kg-m—3.
a) Urcete, v jaké vzdalenosti 21 od vodni hladiny je horni plocha kry.
b) Na kru poloZime téleso o hmotnosti M; = 50 kg tak, aby kra zistala
ve vodorovné poloze. Jak se v tomto pfipadé zméni vzdalenost horni
plochy kry od vodni hladiny?
c¢) Urcete maximélni hmotnost Ms télesa, které by kra jesté unesla.
(Miroslava JareSovd)
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Autorské reseni:

a) Je-li &1 vzdalenost horni plochy kry od hladiny, pak ponofend ¢ast
kry méa vysku h — 1. Objem ponofené ¢asti kry pak je V4 = S(h — x1).
Na kru bude ve vodé puisobit vztlakova sila

Fosn =Viowg = S(h—x1)o019.

Kra ma objem V' = Sh a ptsobi na ni tihova sila Fg1 = V29 = Shoag.
Protoze Fy,1 = Fga, plati S(h — z1)019 = Shoag, z ¢ehoz

z = <1 - @> h=0,024m = 2,4 cm.
01

b) Oznaéme x5 hledanou vzdalenost, Fgo = Mig tihovou silu télesa,
Fyzo = S(h — x2)019 vztlakovou silu pisobici na kru. Potom plati

FVZ2:FG1+FG2'

Po dosazeni
S(h —x2)019 = Shoag + Mg,

7 ¢ehoz

M M
2a = (1@>h—1 — 11— =t =0,014m = 1,4 cm.
01 So1 So1

¢) Obdobné jako v &asti b) plati
Fyz3 = Fai + Fas,
kde Fg3 = Msg, x2 = 0. Po dosazeni
Shoirg = Shoag + Mag,

7 ¢ehoz
Mj = Sh(o1 — 02) = 120 kg.
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Stav soutéZe po 60 soutéZnich tlohach

Ondfej Havelka (G, Trutnov) — 45,5 b., Michal Zelina (GChD, Zborov-
ska, Praha 5) — 44 b., Zuzana Prochazkova (GChD, Zborovska, Praha 5)
— 34 b., Matyas Grof (GChD, Zborovskd, Praha 5) — 33 b., Stanislav
Boula (GChD, Zborovské, Praha 5) — 32 b., Daniel Pistak (GChD, Zbo-
rovska, Praha 5) — 31 b., Anna Zavadilova (Masarykovo G, Ricany) —
29 b., Daniel Borak (GChD, Zborovska, Praha 5) — 26 b., Martin Bucha-
¢ek (G Ludka Pika, Plzent) — 26 b., Vladimir Bo¢ek (GChD, Zborov-
ska, Praha 5) — 25 b., Martin Raszyk (G, Karvind) — 20 b., Jifi Brany
(GChD, Zborovské, Praha 5) — 18 b., Michal Repik (PedF UK, Praha 1)
—17b., Pavel Hudec (GJGH, Truhlafskd, Praha 1) — 15 b., Marian Poljak
(GJS, Pterov) — 15 b., Michal Buréaii (G, Uhersky Brod) — 13 b., Jan
Bien (GChD, Zborovsk4, Praha 5) — 12 b., Ondiej Somi¢ (SPS stavebni,
Opava) — 12 b., Oskar Marelja (GChD, Zborovska, Praha 5) — 11 b,
Matous Bilek (GJS, Pierov) — 10 b., Jan Kudera (GChD, Zborovska,
Praha 5) — 10 b., Tadeas Kucera (G, kpt. Jarose, Brno) — 10 b., Ondfej
Motlicek (G, Sumperk) — 10 b., Vit Piskovsky (G O. Havlové, Ostrava-
Poruba) — 10 b., Ester Sgallovd (GChD, Zborovska, Praha 5) — 10 b.,
David Bainak (G, kpt. Jarose, Brno) — 9 b., Libor Drozek (G, Holesov)
-9 b., Vilém Sklena# (GChD, Zborovska, Praha 5) — 9 b., Ondfej Kincl
(G Oty Pavla, Praha 5 Radotin) — 7,5 b., Adam Laf (GChD, Zborovska,
Praha 5) — 7 b., Tomas Pavlin (G, Parléfova, Praha 6) — 7 b., Le Anh
Dung (G, Tachov) — 5 b., Veronika Hladikova (G, Radotin, Praha 5) —
5 b., Mark Karpilovsky (G, kpt. Jarose, Brno) — 5 b., Jan Kminek (G,
Jate¢ni, Usti nad Labem) — 5 b., Jan Krejéi (G, Bilovec) — 5 b., Ja-
kub Léwit (G, Ceskolipska, Praha 9) — 5 b., Jan Mikal (G, Ro#nov pod
Radhostém) — 5 b., Josef Svoboda (G, Frydlant nad Ostravici) — 5 b.,
Martin Sykora (G, Nad Aleji, Praha 6) — 5 b., Stépan Simsa (G, Litomé-
fice) — 5 b., Radovan Svarc (G, Cesk4 Tiebova) — 5 b., Dominik Teiml
(The English College, Praha 9) — 5 b., Jakub Vanc¢ura (G, kpt. JaroSe,
Brno) — 5 b., Martin Zimen (G, Jihlava) — 5 b., Martina Chamrova (G
Oty Pavla, Radotin, Praha 5) — 4,5 b., Jiti Guth (G, Jirovcova, Ceské
Budéjovice) — 3 b., Stanislav Taborovec (GChD, Zborovska, Praha 5) —
3 b., Matéj Kukula (GChD, Zborovské, Praha 5) — 2 b., Stanislav Gac-
kowski (GChD, Zborovské, Praha 5) — 1 b., Vaclav Skéla (G, Klatovy) —
1 b., Jan Soukup (G, Klatovy) — 1 b., Tomas Vajda (GChD, Zborovska,
Praha 5) — 1 b.
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