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Problém ohnuté kolejnice
a kouzlo numerické matematiky

Jan Slégr, Filip Studnicka, Hradec Krdlové

Kolik numerickych matematikt je potfeba k vymeéné zarovky?
3,9987 (po prvnich tfech iteracich).

Abstrakt. S rozmachem systému pro symbolickou matematiku, kde je derivovani, feseni dife-
rencialnich rovnic ¢i obycejné vyjadreni proménné z komplikované rovnice otdzkou jednoho
kliknuti, se ponékud vytraci duraz na efektivni feSeni nejen fyzikdlnich problémi. Na jedné
strané je dobfe, Ze se s pomoci jazyku pro symbolickou manipulaci (jako je napf. webovy
néastroj Wolfram Alpha nebo symbolickd sada v programu MATLAB) mize TeSitel soustfedit
na fyzikdlni podstatu problému, na druhou stranu je jistd obratnost pfi feseni téchto pro-
blémi velmi zddouci. Predlozeny ¢lanek popisuje nékolik motivacnich tloh, které mohou byt
pouzity ve vyuce numerické matematiky nebo jako doplnék v zdkladnich kurzech fyziky na
vysoké skole.

1. Uvod

V pramyslové praxi se Casto setkdvame s navrhy TesSeni, kterd velmi dobfe funguji
na stolnim pocitaci, ovSem v okamziku, kdy je zapotiebi prenést je do prumyslového
mikropocitace, autor s hruzou zjistuje, ze program bud nefunguje vibec, protoze do-
Slo k preteceni paméti, nebo funguje nepouzitelné pomalu. Prvni setkani s realitou,
naptiklad prechod z funkéniho feseni v MATLABu k pouzitelnému programu pro mi-
kropocitaé, ktery je o pozndni skoupéjsi, co se tyce systémovych prostiedku (stovky
kilobajtu paméti RAM, ndsobné nizsi frekvence procesoru), muze byt pro zacate¢nika
Sokujici.

Pravé z téchto divoda byva soucasti vysokoskolskych kurzi nejen pro budouci
inzenyry, ale i pro fyziky a ucitele prirodovédnych predmétt kurz zaméreny na nu-
merickou matematiku. Jeho struktura byva standardni, pokryvajici riizné interpolac¢ni
a integracni metody, metody TeSeni soustav rovnic, transcendentni rovnice a podobné.
Tento rozsah pfiblizné odpovida tomu, co se v 60. letech vyucovalo na odbornych
stfednich Skoldch [10].

Do kurzt numerické matematiky pro vyse uvedené skupiny studentt by proto bylo
zédhodno zahrnout tlohy, které jsou jasné svazany s fyzikalni realitou a k jejichz reSeni
staci jednoduchy program v jakémkoliv bézném programovacim jazyce, ktery nevyza-
duje externi knihovny matematickych funkci. Nékolik takovych tloh uvadime v tomto
clanku.

RNDr. JAN SLEGR, Ph.D., Mgr. et Mgr. FiLip STUDNICKA, Ph.D., Katedra fy-
ziky PfF UHK, Rokitanského 62, 50003 Hradec Kralové, e-mail: jan.slegr@uhk.cz,
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2. Reseni pohybové rovnice

Prestoze v pokrocilych kurzech numerické matematiky jsou studenti seznamovani s me-
todami numerického teseni diferencidlnich rovnic, jako jsou napr. Rungovy—Kuttovy
metody, pro zdkladni seznameni postacuje i jednoducha Eulerova metoda, kterd ma
svij puvod ve fyzikdlni realité. Vhodnou ilustraci mtize byt feseni klasické pohybové
rovnice ma = F| kterd popisuje pohyb télesa pri pusobeni sily F. Jestlize r(t) znaci
polohu télesa v Case t, pak jeho okamzita rychlost a zrychleni jsou definovany vztahy

Cdv L w(t+h) —o(t)
T A
_dr . r(t+h)—r(t)
U= T h '

Ty lze nahradit pribliznymi rovnicemi

v(t + At) —v(t)

“= At ’
~ r(t+ At) — r(t)
v Al ’

kde At je malé kladné ¢islo. Zname-li ptisobici silu F' (kterd muze byt funkei polohy,
Casu a rychlosti), pocateéni polohu rg a rychlost vg v ¢ase tg, miZzeme z pohybové
rovnice ur¢it priblizné hodnoty aq, v1 a r1 v Case t = tg + At, hodnoty as, vy a 1o
v Case t = tg + 2At atd. Timto zpusobem ziskame priblizné reSeni ve formeé tabulky
hodnot v ekvidistantnich ¢asech, které mohou byt pouzity k vykresleni grafu zavislosti
zrychleni, rychlosti a polohy na case.

Tato metoda je vhodna v pripadech, kdy je analytické Teseni obtizné. Napr. na
webu [8] je uvedeno FeSeni pohybové rovnice pfi pohybu v prostiedi, které klade odpor,
a v ¢lanku [9] je popsdno TeSeni tlohy, kterd nemd analytické feSeni — ndvratu kos-
mické lodi do zemské atmosféry (poloha je zavisla na rychlosti, rychlost na zrychleni
a zrychleni na sile, pficemz odporova sila zavisi na hustoté atmosféry, ktera je funkci
polohy).

V tomto ¢lanku se zamétime na tilohu, kterd ma znac¢ny motivacni potencidl — na
popis padu kocky v prostredi, které klade odpor. Podle zdznamu newyorskych veteri-
narnich 1ékari je pfi padu z vyskové budovy pro kocku kritické sedmé patro [11], [3].
Pri padu z mensi, ale i z vétsi vysky, nez odpovida sedmému patru, je pravdépodobnost
umrti kocky podstatné mensi nez pti padu pravé ze sedmého patra.

Pohybovou rovnici padajici kocky zapiseme ve tvaru

1
ma =mg — 50,05112,

nebot Reynoldsovo ¢islo padajici kocky je vétsi nez 1000. Tato hodnota Reynoldsova
¢isla znadi, ze proudéni vzduchu okolo kocky bude turbulentni a odporova sila je v ta-
kovém pripadé tmérnd druhé mocniné rychlosti. Ziskdme diferencialni rovnici

i(t) = g — ki(t)?,
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Obr. 1. Zavislost drahy padajici kocky na cCase

kde x(t) je poloha kocky v Case t a k = gff Zde C' je soucinitel odporu vzduchu,

p = 1,23kg - m~3 hustota vzduchu, S éelni plocha (primét kolmy na smér vektoru
rychlosti) a m hmotnost kocky, kterou podle [5] odhadneme na m = 4,5kg. Tim se

dostaneme k vyjadreni
1,23 4
k=~ <W)m > CS. (1)

Kdyz kocka dosahne mezni rychlosti vpax, jeji okamzita rychlost se dédle nezvysuje
a jejf zrychlen{ je nulové. Podle [13] je mezn{ rychlost kodek vpax & 30m - s71. Pak

0=g—hkly = k=—2—~00lm" (2)
vmax
Porovnanim rovnic (1) a (2) dostaneme
CS ~ 0,07m>.

Pokud budeme kocku modelovat jako desku kolmou ke sméru rychlosti pohybujici se
ve smeéru rychlosti, jejiz soucinitel odporu C' = 1,3, ziskdme pro celni plochu kocky
hodnotu S ~ 0,05 m?. To odpovid4 kruhu o priméru pfiblizné 24 cm, co# je uvétitelnd
hodnota.

Podobna tloha (napf. pro parasutistu) byva soucédsti kurzi teoretické mechaniky
a byva feSena analyticky, pficemz v jejim Teseni se drive nebo pozdéji objevi hyperbo-
lické funkce. Vyse uvedenym numerickym feSenim ziskdme tabulku hodnot pro zrych-
leni, rychlost a polohu kocky. Zavislost polohy kocky na case s vyznacenou polohou
sedmého patra je na obr. 1 (pfi vySce jednoho patra 2,8 metru odpovidd sedmé patro
priblizné dvaceti metrtum).

Zavislosti rychlosti a zrychleni na cCase jsou zcela standardni — zrychleni kocky
se zmensuje z hodnoty g = 9,81m-s~2 na nulu a kocka dosdhne mezni rychlosti.
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Obr. 2. Zavislost derivace zrychleni padajici kocky na case

Vypoctené tdaje neobsahuji zadny néznak, pro¢ by meélo byt sedmé patro kritické.
Je ovSem zndmo, ze z hlediska fyziologie zvitata i 1lidé kromé zrychleni velmi vyrazné
vnimaji i jeho zménu (rychlost lidé vnimaji prevazné vizuélné, zrychleni a jeho zmény
zpusobuji zmény tlaku ve vestibuldrnim apardtu) [4], [2]. Proto byly ziskané hodnoty
zrychleni zderivovany.

Numerickou derivaci hodnot v tabulce lze vypoc¢itat pomérné snadno, napt. pomoci
centralni diference:

at) = a(t + At) —a(t — At)-
2At

Vysledna zavislost derivace zrychleni na case je na obr. 2. Z grafu je zfejmé, Ze k nejveétsi
zméné zrychleni dochézi v case t = 2. To vede autory k zavéru, ze sedmé patro je pro
kocku kritické z toho divodu, ze priblizné v druhé sekundé padu kocka citi nejvétsi
zménu zrychleni, coz ji vydési a neni pripravena na dopad. Teoretické feseni bylo
nésledné ovéfovano experimentem popsanym v [6].

3. Maximalni rychlost osobniho automobilu

Pro okamzity vykon osobniho automobilu plati P = Fv, kde F' je tahova sila motoru
a v okamzita rychlost. Maximélniho vykonu Py.x dosdhne automobil pfi maxim&lni
rychlosti v @ maximalni tahové sile Fi,a.x. Pokud chceme odhadnout maximélni
rychlost, které mize automobil dosahnout, musime tahovou silu F,.x polozit do rov-
nosti se silami odporu — aerodynamickou odporovou silou podle Newtonova vzorce
a valivym odporem. Dostaneme rovnici

Pmax

Umax

FTL’

= v

1
= icpsvfnax +
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Voridio ¢ & B p Ly e opesed e
Skoda Fabia 1,4 MPi 0,32 2,00 1180 0,195 59 169 164
WV Golf IV1,9TDi 0,31 2,03 1380 0,216 66 176 180
Subaru Impreza 1993 0,36 1,94 1220 0,213 161 230 216
Hummer H3 0,51 3,06 2100 0,271 180 184 183
Mazda 3 MPS 0,32 2,35 1431 0,261 193 241 250%*
BMW 335i Coupe 0,30 2,11 1535 0,238 225 268 250*
Tesla Model S P85 0,24 2,34 2150 0,284 308 284 215%*
Bugatti Veyron 0,39 191 1888 0,354 883 408 407

Tab. 1. Parametry automobili pro vypocet maximélni rychlosti

kde C je soucinitel odporu, p hustota vzduchu, S ¢elni plocha automobilu, £ = 0,0016 m

rameno valivého odporu gumové pneumatiky na asfaltu, » polomér kola a F), tlakova

sila na podlozku, ktera je pro vodorovnou silnici rovna tize automobilu: F,, = mg, kde

m je hmotnost automobilu a g tthové zrychleni. (Tiha automobilu se rozklada na ¢ty¥i

kola; proti pohybu kazdého z nich plisobi valivy odpor %% g, celkem tedy %mg.)
Oznacime

]. PmaX
f(Umax) = QCPSUI’QnaX + fg -

vmax

a rovnici f(vmax) = 0 vyTeSime numericky. PouZijeme Newtonovu metodu tecen pro
rovnice typu F(z) = 0, kde zvolime poéateéni odhad xg a dalsi iterace pocéitdme ze
vzorce

x =T, — Flan)
n+1 n F,(mn) )
ktery odpovidd tomu, ze graf funkce F' aproximujeme te¢nou v bodé z,. V nasem
ptripadé dostavame

f(vmax,n)

Umax,n+1 = Umax,n — f‘/(,l)i)
max,n

Derivaci vypocteme snadno:

df Prax
f/(vmax) = m(”max) = Cpsvmax + 02 .

Tento jednoduchy postup dava uvéritelné vysledky i pro tak odlisna auta, jako
je Bugatti Veyron (C' = 0,39, ¢elni plocha S = 1,91m?) a Hummer H3 (C' = 0,51,
S =3,06m?).

Vypocet je pro studenty zajimavy zejména u sportovnich automobilt, které maji
elektronicky omezovaé rychlosti na 250 km - h—!. Nékolik vysledk? je uvedeno v tab. 1,
hvézdickou jsou oznaceny maximalni rychlosti vozii s elektronickym omezovacem.
Zdrojové kédy jednoduchého programu v jazyce Pascal jsou na webu autora [8].

4. Problém ohnuté kolejnice

Nésledujici tloha se v raznych obménach objevuje v zabavnych prilohdch americkych
novin a nasla si cestu i do ucebnice numerické matematiky. Obvykle byva zaddna
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Obr. 3. K problému ohnuté kolejnice: (a) geometrie problému; (b) zjednoduseny predpoklad

takto: Priméa kolejnice o délce jedné mile je pevné ukotvena na obou koncich. Béhem
horkého letniho dne zpusobi teplotni roztaznost, ze se tato kolejnice prodlouzi o jednu
stopu z puvodni hodnoty 5280 na 5281 stop. Za predpokladu, Ze se kolejnice nemiize
vyboulit do stran, o kolik se posune nejvyssi bod kolejnice nad trat?

Situace je znédzornéna na obr. 3a. Nékdy jsou jesté uvedeny moznosti: a) jeden palec,
b) jednu stopu, ¢) padesét stop. Je zajimavé, Ze tloha je fyzikdlné spravné. Koeficient
teplotni délkové roztaznosti oceli je asi 1,6-107° K~1, takZe dané prodlouzeni odpovida
narustu teploty asi o 15°C, coz je pro horky letni den naprosto uvéritelnd hodnota.
Dodejme jesté, ze v dnesni dobé se koleje pevné fixuji k prazcim a toto spojeni by
mélo byt stabilni v rozmezi teplot od —20°C do 450 °C teploty kolejnice.

Popsand tloha je uvedena v tivodu vyborné u¢ebnice numerickych metod Formana
S. Actona [1], kde je Ctendl vyzvan k tomu, aby si ji zkusil vyfesit difve, nez si jeji
feSeni preéte ve druhé kapitole, kterd je vénovana feSeni transcendentnich rovnic.

Horni odhad maximélni vysky kolejnice nad trati muzeme ziskat tak, ze misto
oblouku kruznice budeme uvazovat ,zlom“ podle obr. 3b. V takovém pripadé k vy-
poctu vysky staci Pythagorova véta:

AN
hmax = (2> _(2> :51,388t0p.

Dodejme, ze jedna mile ma v metrickych jednotkach délku priblizné 1,6 km a nés vy-
sledek odpovida Sestnacti metram vysky. Tento vysledek je pro mnoho ¢tenait nedélni
ptilohy velmi prekvapivy, protoze se vzpira intuici a ,zdravému selskému rozumu“.

Nas vSak v tomto pripadé bude zajimat presny vysledek, ktery by mél byt o néco
mensi nez predchozi odhad. Profesor Acton nabada ¢tenare, aby se pokusili najit feseni
s presnosti alespon na tfi platné cifry, coz by mélo byt podle Actona mozné pouze
s tuzkou, papirem a logaritmickym pravitkem.
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Vratime se k obr. 3a. Pro vysku jisté plati
0 0
h:r—d:r—rcos2:r(1—cos2). (3)

Zadané velic¢iny splnuji

% = rsin g, (4)
l=r6. (5)

Vydélenim rovnice (4) rovnici (5) obdrzime

<
~

S 5

Rovnici

sin g t 0
o 20
vyfesime Newtonovou metodou jednoduchym programem podobné jako v kapitole 2.
Pro pocatecni hodnotu 8y = 0,25 rad postacuje pét iteraci, abychom dostali pét plat-
nych cifer a mame 65 = 0,06741552.... Vyjadfenim r z (4) nebo (5) a dosazenim
do (3) obdrzime h = 44,499 stop.

Pro popsanou tlohu lze odvodit i priblizné algebraické reseni. Pokusime se vyjadrit
proménné r a § z rovnic (5) a (4) a dosadime je do rovnice (3). Sinus na pravé strané
rovnice (4) rozvineme v Ffadu a vyuzijeme jen prvni dva ¢leny (thel 6 bude podstatné
mensi nez jedna, takZze patou a vSechny vyssi mocniny muzeme s klidnym svédomim

zanedbat):
N NGk
t:2rsm§:2r (2—3! .

Za 6 dosadime z rovnice (5) a dostaneme

(1 B

tzr(r_zz;ri%)’

T

24(1 — ) ©)

Clen (I—t) mizeme bud vynechat, protoze (I—t) = 1 stopa, nebo miizeme pro obecnost
oznadit napt. (I —t) = Al. V prvnim piipadé s vyuzitim rovnice (5) dostaneme

Hzig\/ﬂ. (7)

Rovnici (3) upravime s vyuzitim pfiblizného vztahu cosz = 1 — 2,

2
0 02
h 7‘( cos2> 7‘8
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Dosazenim za r a 6 z rovnic (6) a (7) obdrzime findln{ tvar

324 1
B o \/;SZ = 1\@ = 44,501 stop,

coz je péknd shoda. Tento tvar (navic s ¢lenem Al pod odmocninou) se nachdzi

vvvvv

5. Zavér

Clének si kladl za cil ukdzat jednoduché modelové tlohy, které mohou byt pouzity ve
vyuce numerickych metod. Tyto tlohy jsou resitelné pomoci béznych programovacich
jazykt nebo specializovangjsich programt pro matematické vypocty.

Dalsi ndméty je mozné najit napf. v [7], kde jsou sice ulohy TeSeny v prostfedi
Coach 5, které mélo nahradit program FAMULUS, nicméné uvedené algoritmy lze
pouzit i v jinych programovacich jazycich.

Podékovani. Prispévek vznikl za podpory specifického vyzkumu PiF UHK
2104/2017.
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