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SOUTEZE

Ulohy domici &sti 1. kola 68. ro&niku
Matematické olympiady pro zaky strednich skol

Kategorie A

1. O posloupnosti (a,)5; vime, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n plati

2
Ay,

a ="

T a2 —da, + 6

a) Najdéte vSechny hodnoty a;, pro které je tato posloupnost kon-
stantni.

b) Necht a; = 5. Urcete nejvétsi celé ¢islo nepfevysujicl asprs.
(Vojtech Balint)

2. Je dan ostrouhly trojuhelnik ABC. Ozna¢me D patu vysky z vrcho-
lu A a D1, Dy obrazy bodu D v osovych soumérnostech po fadé podle
pfimek AB, AC. Déle ozna¢me F; a Fy body na ptimce BC' takové,
ze D1E1 H AB a D2E2 H AC. Dokaite, ze bOdy Dl, DQ, El, E2 lezi
na téze kruznici, jejiz stied lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC'.

(Patrik Bak)

3. Najdéte vSechna nezaporna cela ¢isla m, n, pro néz plati

|4m? — "t < 3.
(Tomas Jurik)

4. Je dana mnozina M pftirozenych ¢isel s n prvky, kde n je liché ¢islo
vétsi nez jedna. Dokazte, Ze pocet uspotadanych dvojic (p, ¢) rtznych
prvkia z M takovych, ze aritmeticky pramér cisel p, ¢ je prvkem M,
je nejvyse (n — 1)2. (Martin Pandk, Patrik Bak)

5. Sestrojte trojuhelnik ABC, znéte-li jeho obvod o, polomér p kruznice
pripsané ke strané BC a velikost vysky v na tuto stranu. Provedte
diskusi v zavislosti na danych délkach. (Patrik Bak)
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SOUTEZE

6. Na hraci desce je nakreslen pravidelny n-tihelnik s jednim vrcholem
vyznacenym jako past. Tom a Jerry hraji nasledujici hru. Na pocatku
Jerry postavi figurku na néktery vrchol n-thelniku. V kazdém kroku
pak Tom fekne néjaké ptirozené ¢islo a Jerry posune figurku o tento
podet vrcholt podle své volby bud ve sméru, anebo proti sméru chodu
hodinovych rucicek. Najdéte vsechna n > 3, pfi kterjch mtze Jerry
tahat figurkou tak, aby nikdy neskoncila v pasti. Jak se zméni odpo-
véd, kdyz je Tom k desce otocen zady, zna jen dané n a nevidi, kam
Jerry figurku na pocatku postavi ani kam s ni v jednotlivych krocich
tdhne? (Pavel Caldbek)

Kategorie B

1. Najdéte vSechna osmimistnd ¢isla takové, z nichz po vysSkrtnuti né-
které ctverice sousednich ¢islic dostaneme Ctyfmistné cislo, které je
2019krat mensi. (Pavel Caldbek)

2. V trojahelniku ABC' s pravym thlem u vrcholu A plati |[AB| = 4
a |AC| = 3. Ozna¢me M stied piepony BC a N priseéik osy vniti-
niho thlu u vrcholu B s odvésnou AC. Usecky AM a BN se pro-
tnou v bodé, ktery oznacime K. Vypoctéte pomér obsaht trojuhel-
niku BAK a ¢tyfthelniku CNKM. (Patrik Bak)

3. Upravou pfirozeného c¢isla nazveme nasledujici operaci: je-li ¢islo sudé,
vydélime je dvéma; je-li liché, pfipoc¢teme k nému d¢islo 1.
a) Dokazte, Ze z libovolného pfirozeného ¢&isla dostaneme po nékolika
upravach ¢islo 1.

b) Pro které z ¢isel 1, 2, ..., 10 budeme potiebovat nejvétsi pocet
uprav, nez ziskame ¢islo 17

(Jdn Mazdk)
4. Pro neziporna realna &isla a, b plati a® 4+ b2 = 1. Urcete nejmensi
i nejvétsi moznou hodnotu vyrazu

V:a4+b4+ab+1
a+b

(Patrik Bak, Jaromir Simsa)
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5. Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik, v némz AD | BD. Oznaéme
M prusecik jeho thlopticek a sestrojme kolmy prumét P bodu M na
pfimku AB a kolmy prumét @@ bodu B na piimku AC. DokazZte, ze
bod M je stfedem kruZnice vepsané trojuhelniku PQD.

(Jaroslav Svréek, Jaromir Simsa)

6. Kone¢nou mnozinu pfirozenych ¢isel nazveme péeknou, jestlize k vy-
pisu téchto cisel v desitkové soustavé potiebujeme sudy pocet kazdé ze
zastoupenych ¢&islic. Péknymi mnoZinami jsou naptiklad {11,13,31},
{10,100,110} a také prazdnd mnozina. Urcete, kolik je vSech péknych
podmnozin mnoziny {1,2,...,2018}. (Patrik Bak)

Kategorie C

1. Neznamé ¢islo je délitelné pravé ¢tyfmi éisly z mnoziny {6, 15, 20, 21,
70}. Urcete, kterymi. (Michal Rolinek)

2. Na strané AB trojuhelniku ABC jsou dany body D a E tak, Ze
|AD| = |DE| = |EB|. Body A a B jsou po fadé stiedy tsecek C'F
a CG. Pfimka C'D protina primku F'B v bodé I a pfimka C'F protina
primku AG v bodé J. Dokazte, Zze prusecik primek Al a BJ lezi na
piimce FG. (Pavel Caldbek)

3. Necht a, b, ¢ jsou kladna redlna ¢isla, jejichz soucet je 3, a kazdé z nich
je nejvyse 2. Dokazte, Ze plati nerovnost a? + b? + ¢ + 3abc < 9.
(Patrik Bak)

4. Kazdé pole tabulky 2 x 13 obarvime pravé jednou ze ¢tyt barev. Ko-
lika zptisoby to 1ze provést tak, aby Zadna dvé sousedni pole nebyla
obarvena stejnou barvou? (Za sousedni povazujeme pravé ta pole ta-
bulky, kterd maji spoleénou stranu.) (Jaroslav Svrcek)

5. Necht «, 3, v, 0, €, ¢, ¥, w znadi po fadé velikosti vnitinich Ghlt
pri vrcholech A, B, C, D, E, F, G, H konvexniho osmithelniku
ABCDEFGH, v némz plati a+ 8 = v+6 = e+ ¢ = ¥ +w. Oznacme
dale K, L, M, N po tadé stfedy uhlopticek AD, CF, EH, GB.
Dokazte, ze primky KM a LN jsou navzajem kolmé.

(Josef Tkadlec)
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6. Najdéte vSechna trojmistnd ¢isla n s tfemi riznymi nenulovymi C¢is-
licemi, ktera jsou délitelnd souctem vsech tii dvojmistnych Cisel, jez

dostaneme, kdyz v ptvodnim c¢isle vyskrtneme vzdy jednu cislici.
(Jaromir Simsa)

Ulohy 58. ro&niku fyzikalni olympiady,
kategorie G — Archimédiada

(Ve vsech tiloh4ch pocitejte s tthovym zrychlenim g = 9,8 m/s2.)
FO58G1-1: Cesta na Moravu

Jakub cestuje dalkovym autobusem z Karlovych Vart ke stryci na Mo-
ravu. Musi ujet celkem 450 km a cesta trva celkem 8 hodin. Graf zavis-

losti drahy na case je na obr. 1.
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Obr. 1: Zavislost drahy na ¢ase pro Jakubovu cestu na Moravu

a) Z grafu urcete dobu trvani jizdy na kazdém tseku a rychlost na
kazdém tseku (dopliite v tabulce):

Usek 1 | Usek 2 | Usek 3 | Usek 4 | Usek 5

doba jizdy/h
délka tiseku/km

prumérnd rychlost v km/h
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