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MATEMATIKA

Dlazdicky

Pavel Provinskyj, FD CVUT, Praha

Abstract. The article presents various types of tilings of a plane, periodic
and quasiperiodic. The presentation is illustrated by many pictures.

Jiz. v Eukleidovych Zdkladech se dozvime, Ze rovinu miizeme perio-
dicky vydlazdit jen tFfemi pravidelnymi n-thelniky: trojihelnikem, ¢tver-
cem a Sestitthelnikem (obr. 1).

Obr. 1: Pokryti pravidelnymi n-tthelniky [4, [z1]

Presnéji toto tvrzeni zni: Rovinu muzeme periodicky vydlazdit pravi-
delnymi n-thelniky jednoho druhu a jedné velikosti pravé tfemi zptisoby:
trojuhelniky, ¢tverci, nebo Sestitithelniky.

Proc toto zpresnéni? Neni to jen hnidopisské slovickafeni? V dalsim
textu si ukazeme, ze kazdé z téch slov ma sviij vyznam.

Nejprve si vSak Euklidav dikaz naznacime: Soucet vnitinich thla
v trojuhelniku je 180°. Ve ¢tverci, ktery je sjednocenim dvou trojuhel-
nikd, m4 tedy soucet vnitinich thld 2 - 180°, v n-thelniku, ktery je sjed-
nocenim n — 2 trojihelniki, je souéet vnitinich hlé roven (n — 2) - 180°.
V pravidelnych n-ihelnicich tedy jednomu vnitfnimu thlu nalezi velikost

(n —2) - 180°
—

Pokud se maji n-uhelniky stykat vrcholy a v jednom vrcholu se mé
stykat k pravidelnych n-uhelnikt, tak

k-

—2).180°
(n=2) 1807 _ g5
n
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2k

Reseni této rovnice je zapsano do nésledujici tabulky:

k{[3]14]516]| 7 |...

n|l6]4|9(3|4]. ..

Stykat se tedy mohou tfi Sestitthelniky, ¢tyfi ¢tverce nebo Sest troju-
helnikt. Volbou vyssich hodnot k ziskdme hodnoty mezi 2 a 3, zddnou
celodiselnou.

Pokud netrvidme na jednom druhu n-thelnikd, pfibude 9 moznosti
dalgich (obr. 2). Témito druhy dldzdéni se zabyval Johannes Kepler.

B dhe
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Obr. 2: Pokryti vice druhy pravidelnych n-tahelnika [1I, s. 11-13], [4, s. 223-228]
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Jak na tato dlazdéni pfijit? Resime diofantickou rovnici

—2)-180° —2)-180° —2)-180°
(m ) + (nz ) + ...+ —(nk )
ni na ng

= 360°,

kde k > 3 (ve vrcholech se stykaji minimalné 3 obrazce) a k < 6 (pro
6 trojuhelnikl). Pro hodnoty n ziskdme 17 moznosti:

. 7,42), (3, 8, 24), (3, 10, 15), (3, 12, 12), (4, 5, 20), (4, 6, 12),
b b 8)7 (57 5) ]‘0)? (6) 67 6)’

3
(4
(3,3,4,12), (3,3, 6,6), (3,4, 4, 6), (4, 4, 4, 4), (3, 3, 4, 12),
(3,3,3,3,6), (3,3, 3, 4, 4),

(

3,3,3,3,3,3).

Tyto varianty dobfe sedi v jednom vrcholu, ne vSechny vsak pasuji i
ve vrcholech dalsich.

Kromé jiz vyse uvedenych dlazdéni s jednim druhem dlazdic (6,6, 6),
(4,4,4,4), (3,3,3,3,3,3) pak dostaneme 9 dalsich moznosti. Posledni
dvé moznosti nalezeji volbé (3,3,3,3,6), jsou viak svymi zrcadlovymi
obrazy. Vsechny ostatni moznosti jsou pravo-levé symetrické.

Nebudeme-li trvat na stejné velikosti n-tthelnik, objevi se mnoho
dalsich moznosti. Dvé z nich vidime na obr. 3.

Obr. 3: Pokryti rtizné velkymi pravidelnymi mnohothelniky

Vsimnéme si, ze v zadném z predchozich dlazdéni se neobjevil pé-
tithelnik. Chceme-li v8ak dlazdit pravé pétithelniky, i to jde. Musime
se ale vzdat jejich pravidelnosti. Na obr. 4 nalezneme znamaé periodicka
dlazdéni konvexnimi pétitthelniky.
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Obr. 4: Periodické dlazdéni konvexnimi pétitthelniky [z2]

Zvlasté upozornujeme na prvni, tfeti a ¢tvrté dlazdéni ve treti radé
a prvni dlazdéni v fadé ¢tvrté. Ta nalezla matematickd amatérka, zena
v domécnosti Marjorie Rice. Necht je ndm to povzbuzenim k nasim vlast-
nim matematickym objevim!

Uvedme jesté dva ptiklady s pétithelniky nekonvexnimi (obr. 5). Jde
o vysledky Boba Jenkinse.

A

Obr. 5: Periodické dlazdéni nekonvexnimi pétithelniky [z3]

Vidéli jsme pétithelniky rtzné, nikoliv vsak ten znamy pétithelnik
pravidelny. Pokud méate doma kachlicky pravé takové, ani ty nevyha-
zujte. Zkuste je doplnit tfeba kosoctverci, jak ukazuje obr. 6. Kosoc¢tverce
nejsou pravidelné ¢tytuhelniky, proto jsme tuto moznost nenasli mezi
dlazdénimi Keplerovymi.
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Obr. 6: Pouziti pravidelnych pétithelnika [2]

Prestali jsme trvat na pozadavku, aby mnohotihelniky byly stejného
druhu, velikosti nebo aby byly pravidelné. Nyni se vzdejme i toho, ze
dlazdéni bude periodické. Je vsak viibec mozné vydlazdit rovinu neperi-
odicky? Mozné to samoziejmé je. Inspiraci nam muze byt napi. dlazdéni
pomoci dvou rtzné velkych ¢tverci o stranich délek a a 2a.

Nejprve vydlazdime celou rovinu velkymi ¢tverci. Pak nékteré velké
¢tverce nahradime Ctyfmi malymi. Nahrazované ¢tverce vybirdme né-
jakym neperiodickym zpusobem. Napf. si jeden ¢tverec vybereme jako
stfed a pak nahrazujeme ctverce, které jsou od ného o dvé, ¢tyfi, osm,
Sestnact atd. fad daleko ve sméru vzajemné kolmych os x a y.

Zajimaveéjsi variantou jsou tzv. kvaziperiodicka dlazdéni. Ta maji svoji
pravidelnost, nikoliv vSak jednoduchou pravidelnost periodickou. Ukazme
si, jak tato dlazdéni vznikaji.

Zakladni myslenka je pomérné jednoducha. Obr. 7 ukazuje krychli
pfi pohledu ,od spicky“ — vidime, Ze z vrcholu trojrozmérné krychle
vychézeji prave tii hrany. Obrazek ma trojéetnou rotacni symetrii, coz
znamena, ze kdyz ho oto¢ime kolem stfedu pravé o tfetinu plného thlu,
tj. 0 120°, ziskdme obrazek stejny.

Obr. 7: Krychle pfi pohledu ,,0d spicky*
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Nyni si pfedstavme krychlovy krystal, naptiklad kuchyniské soli. Po-
stavme ho na Spicku a pak mu vodorovnym fezem odfiznéme roh. Pii
pohledu mikroskopem na plochu fezu uvidime pravé takové krychlicky
postavené na Spi¢ku. A kdyz si vznikly vzorek prekreslime, ziskdme pe-
riodické pokryti roviny kosoctverci.

Nyni se seznamime s jednim velmi slavnym dlazdénim, které vymyslel
pan Roger Penrose. Toto Penroseovo dlazdéni mé péti¢etnou rotacni
symetrii. Hned nas miZe pfi srovnani s krychli na obr. 7 napadnout, ze
k péticetné rotacni symetrii bychom potiebovali krychle pétirozmérné.

Ano, je to tak. Pétirozmérny prostor vyplnény pétirozmérnymi krych-
lemi si asi nepfedstavite, matematici vsak s takovymi vicerozmérnymi
prostory pracuji pomérné bézné. Pan Penrose tedy zacal s pétirozmeér-
nym prostorem vyplnénym pétirozmérnymi krychlemi a timto prostorem
pak vedl sikovnou rovinu fezu.

Presné urceni této roviny je pomérné komplikované a je k tomu po-
tfeba pokrocilejsi algebra. Kdyz tuto rovinu nasSel a vykreslil si vzor,
ktery ziskal na roviné fezu, uvidél dlazdéni ze dvou druhii kosoctverca
(obr. 8). Toto dlazdéni je kvaziperiodické, to znamend, ze podobné mo-
tivy se opakuji v nesCetnych variacich, nikdy vsak docela stejné.

Po objevu tohoto prvniho kvaziperiodického dlazdéni brzy nasledovala
dalsi. Vyrobit mizeme napt. dlazdéni se sedmicetnou rotacni symetrii ze
sedmirozmérnych krychli apod.
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Obr. 8: Penroseovo dlazdéni [z4]
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Nyni si vysvétleme, jak mél objev kvaziperiodického dlazdéni svij
dopad i na fyziku a chemii. Nejprve se od roviny pfesunime k t¥irozmeér-
nému prostoru. Ptejme se, jak mtzeme periodicky vyplnit prostor nebo,
ekvivalentné, jaké rtizné krystaly mohou existovat. Tim se zabyva krys-
talografie. Krystalografie rozeznava mnoho druht krystald, zadny z nich
vsak nema a mit nemize péticetnou rotacni symetrii.

Co je pak ale vyfoceno na obr. 97 Krystal z atomt holmia, hoféiku a
zinku mé tvar pravidelného dvanactisténu a péticetna rotacni symetrie
je evidentni. Spravna odpovéd je, Ze se nejednd o krystal s periodickou
strukturou, ale o kvazikrystal. Krystalické buriky jsou usporadany kva-
ziperiodicky. Jde o jakousi tfirozmérnou obdobu Penroseova dlazdéni.

Dnes mtizeme kvazikrystaly nalézt v nékterych LED svételnych zdro-
jich, jako tepelnou izolaci motorti nebo treba jako neprilnavou vrstvu
v kuchyniskych panvich [3].

Obr. 9: Kvazikrystal z atomt Al, Cu, Fe [z5]
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Zaujimavy rok 2018

Dusan Jedindk, Trnava

Abstract. The paper introduces an unexpected solution to a typical test
problem. The aim is to point out the incorrect solution techniques which are
often presented in various tests.

Uloha: Dopliite dalsi ¢len postupnosti 1,2, 3,4, 5, 6, 7, ... a zdovodnite

to.

Moje riesenie: Dopliam 2018. Zd4 sa vam to podivné? Myslel som po-

stupnost (a,) zadant n-tym ¢lenom

(n—1)(n—=2)(n—=3)(n—4)(n—5)(n—6)(n—"7)
7!

an, =n+ 2010 - , neN.
Prvych sedem ¢lenov tejto postupnosti si uréite vydcislite sami. Osmy
¢len mnou myslenej postupnosti je ag = 2018. Vyhovuje to. V roku 2018
je to predsa celkom dobre pochopitelné.

Co ste mysleli vy? Viete predsa, Ze postupnost nie je jednoznaéne
urcend svojimi prvymi ¢lenmi!
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