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MATEMATIKA

Nehrajte si se sirkami Il

Jan Tomsa, Ustav biofyziky 2. LF UK, Praha

Abstract. The article presents a mathematical game theory which is a sim-
plified version of Marienbad game. This version of the game is played only
with two heaps of matchsticks and under slightly modified rules. The win-
ning strategy for this game is based on multiplication by certain “magical”
irrational number and not on binary sums like “classical” Marienbad winning
strategy.

V ¢lanku [I] o hfe marienbad jsme popsali strategii hry, v niz dva
soupefi stiidavé odebiraji sirky z hromdadek, pficemz prohrava (nebo
podle jiné varianty vyhrava) hra¢, na néjz jiz zadn4 sirka nezbude. Pocet
hroméadek ani pocet sirek na nich neni nijak omezen, jediné pravidlo zni,
ze v jednom tahu lze odebirat sirky jen z jediné hromadky. Pfipomernime
si, ze matematicka teorie této hry je zaloZena na rozkladu poctu sirek
na jednotlivych hromadkach na bity, tj. na jejich pfevod do dvojkové
soustavy, a nasledné aplikaci operace non-ekvivalence neboli exkluzivni
soucet. Dnes si popiseme zdanlivé jednodussi verzi hry, ktera vsak rovnéz
vede k zajimavé teorii.

Zadani hry

Pravidla hry jsou nésledujici: mame jen dvé hroméadky sirek, pricemz
hra¢ miZe v rdmci jednoho tahu odebirat sirky bud z jedné hroméadky,
nebo z obou, ale v tom pfipadé z obou stejny pocet. Prohrava hrac, na
néjz zadna sirka nezbyva. (Varianta, v niz takovy hra¢ naopak vyhrava,
se opé&t lisi jen kosmeticky.)

Teorie tykajici se hry

Oznaceni zvolime obdobné jako posledné, tj. kazdou herni situaci po-
piSeme neusporddanou dvojici (z;y), kde z,y € Ny a tyto proménné
znac¢i aktualni pocet sirek na hromadkach. Podle definice je prohravajici
situaci (0; 0). Z pravidel hry déle plyne, Ze vyhravaji vSechny pozice typu
(x;0) a (z;x), kde x > 0.

Tab. 1 nazna¢i metodu, jak hledat dalsi prohravajici (L) a vyhravajici
(W) situace.
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z\y 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
0 | Lo | Wo | Wo | Wo | Wo | Wo | Wo | Wo | Wy | Wo | Wo | Wy | Wo | Wo
1 Wo | Wo | Bg | Wy | Wy | Wy | W | Wy | W, | Wy [ W | W | W | W,
2 Wo | Ln | Wo | Wy | Wy | Wy | Wy [ W [ W | W | Wy | Wy | W, | W,
3 Wo | Wi | Wy | Wo | Wy [ Lg | Wy [ Wy | Wy | Wy | Wy | Wy | Wy | W
4 | Wo | Wy | Wy | Wy | Wy | Wy | Wy g | Wy | Wy | Wy | Wy | W | W
5 | Wo | Wy | Wy [Ls | Wy | Wo | Wy | Wa [ Wy | Wy | Wy | Wy | Wy | Wy
6 Wo | Wy | Wy | Wy | Wo | Wy | Wo | Wy | Wy | W [ Ly | Wy | Wy | Wy
7 Wo | Wy | Wy | Wy | Lg | Wo | Wy | Wy [ Wy | Wy | Wy | W3 | W3 | W3
8 | Wo | Wy | Wy | Wy | W3 | Wy | Wy | Wy | Wy | Wy | Wo | W3 | Wy | L5
9 Wo | Wi | Wy | Wy | W3 | Wy | Wi | Wy | Wy | Wy | Wy | Wa | W3 | Wy

10 | Wo | Wy | Wy | Wy | W3 | Wy F g | W3 | Wy | Wy | W | Wy | Wy | Wg
11 | Wy | Wy | Wy | Wo | Wy | Wo | Wy | Wy | W3 | Wy | Wy | Wy | Wy | Wy
12 | Wo | Wy | Wy | Wy | W3 | Wy | Wy | Ws | Wy | W3 | Wy | Wy | Wy | W,
13 | Wo | Wy | Wy | Wo | Wy | Wy | Wy | W3 [ Ls | Wy | W3 | Wy | W | Wy

Tab. 1

S prvni (vlastné nultou) prohravajici situaci Lo oznacujme jako vy-
hravajici zbytek nultého fadku, nultého sloupce a hlavni diagonaly. Dale,
vzhledem k tomu, Ze jde o neuspofddané dvojice (nezélezi na potadi hro-
madek), pozorujeme pochopitelnou symetrii tabulky, to jest, s kazdou
dalsi prohravajici dvojici (x; y) nachdzime automaticky dvojici (y; z). Za
vyhravajici proto oznacujeme dva rfadky, dva sloupce a dvé diagonaly.

Zameérme se tedy pouze na prohravajici dvojice, v nichz je x < y. Zde
nalezené prohravajici dvojice tvori posloupnost se éleny L, = (2n;yn)
pro n € Ny, kde (z,) a (yn) jsou zjevné rostouci posloupnosti, pro néz
z konstrukce plyne

Yn = Tn + 1N, (1)

nebot po nalezeni prohravajici dvojice L,_1 je v uvaZzované Casti ta-
bulky oznaceno jako vyhravajici n diagonal. Prozatim jsme nalezli tyto
prohravajici dvojice: (0;0), (1;2), (3;5), (4;7), (6;10), (8;13).
Omezme se nyni na mnozinu prirozenych ¢isel (bez nuly) a zavedme
mnoziny
X:{Il,xg,...}, Y:{yl,yg,...}.

Ukéazeme, zZe tyto mnoziny tvofi disjunktni rozklad mnoziny pfirozenych
Cisel, tj.
XUY=N a XNnY=40.
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Dokazme nejprve disjunktnost. Kdyby existovalo ¢islo z € X NY,
znamenalo by to, Ze existuji navzdjem rizna éisla y, z tak, ze jak (z;y),
tak 1 (z;x) jsou prohravajicimi situacemi. To v8ak neni moZné, nebot
z prvni do druhé lze prejit tahem y — z.

Uplnost rozkladu je rovnéz zjevna. Kdyby totiz existovalo ¢islo x ne-
pat¥ici do z4dné z obou mnozin, pak pro vSechna y € N by situace (z;y)
byla vyhrévajici (pro y > x to plyne z « ¢ X, pro y < x naopak z z ¢ Y,
pro y = z to vime jiz z prvniho kroku). To znamen4, ze piislusny fadek
tabulky je tvofen pouze vyhravajicimi situacemi. Pro kazdou z nich tudiz
musi v oblasti nad timto faddkem existovat prohravajici situace, do niz lze
prejit jednim tahem. Té&ch je tam vSak pouze x, nebot v zddném Fadku
z pochopitelnych divodi nemuze byt vice neZ jedna. Pritom do kazdé
z nich lze pfejit nejvyse dvéma zptsoby, bud tahem (x;y) — (x — t;y)
nebo tahem (z;y) — (v — t;y — t), zatimco ¢isel y je nekoneéné mnoho.

Stojime tedy pred tkolem, jak algoritmizovat konstrukci mnozin X
a Y, jinymi slovy jak rozdélit mnozinu pFirozenych ¢isel na 2 disjunktni
rostouci posloupnosti (z,,) a (y,) spliyjici vztah (). K tomu aéelu nej-
prve dokazeme jeden pomocny vztah. Pro vSechna n € N totiz plati

Yn = Tz, +1, (2)
Dikaz. Zvolme pevné néjaké n a uvazujme mnozinu {1,2,...,y,}. Jeji
podmnozina {y1,%2,...,Yn} mMa n prvki, zbyvajici prvky patfi mno-

zing X. AvSak vzhledem k () je téchto prvkd y, — n = z,, jde tudiz
o mnozinu {1, x2,..., 2y, }. V disledku () déle plati
Yn — Yn-1=Tp —Tp_1+12>2.

Mezi y,,—1 a y,, tedy musi lezet alespon jeden prvek mnoziny X. Vzhledem
k monotonii posloupnosti (z,,) je nejvyssi z nich roven .

Spojenim () a () dostavame
Ty, =Tp +n— 1. (3)
Zjevné je x, > n. Na druhé strané ukazeme, Zze z,, — x,_1 < 2, a tudiz
Ty, < 2n. V opacéném piipadé by totiz mezi z,_1 a x, lezely nejméné

dva prvky mnoziny Y, mezi nimiz, jak jsme pravé ukazali, by musel lezet
dalsi prvek mnoziny X, coZ je spor s monotonii posloupnosti ().

Posloupnost (z,,) je tedy zdola i shora ohrani¢ena linearni funkci. Na-
bizi se tudiz hypotéza, ze x,, = [an], kde «a je redlné éislo z intervalu (1; 2)
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a zévorky [,] pfedstavuji dolni celou ¢dst ¢isla umisténého v téchto za-
vorkach. K jejimu ovéreni pristoupime nejprve heuristicky, tj. budeme
se snazit ¢islo a najit za predpokladu, Zze hypotéza plati. Z ni postupné
plyne

an —1 <z, <an,

a*n—a< ar, < a2n,

a’n—a—1< az,] < o’n.

Spolu s ([B) postupné mame

oa’n—a—1<an]+n—1<a’n,

a2n—a<an+n<a2n+2,

2 o
—Z<a’-a-1<-—.
n n
Maji-li nerovnosti platit pro vSechna prirozena Cisla n, je tfeba splnit
rovnost
> —a—-1=0. (4)

7 korenu této rovnice vyhovuje pozadavkim tulohy pouze kladny, t;j.

V5 +1
T

Existence Cisla « je v8ak pouze nutnou, nikoli vSak postacujici pod-
minkou platnosti hypotézy. K jejimu dikazu je tfeba ovérit, ze hodnoty
[an] skuteéné davaji z,,. Jinymi slovy, ze dvojice posloupnosti ([an]) a
([(ae 4+ 1)n]) pFedstavuje disjunktni rozklad mnoziny N (misto « + 1 ma-
zeme vzhledem k (@) psat o). Pak jsou totiz totozné s X a Y, nebot
takova dvojice posloupnosti, spliiujicich (), mtize byt pouze jedna.

Mame tedy dokézat 2 tvrzeni:

1. Disjunktnost: Ym,n € N: [am] # [a?n]

2. Uplnost: Vm € N 3n € N: m = [an] V m = [a?n]

Ad 1. Predpokladejme, Ze existuji ¢isla k, m, n tak, Ze
k= [am] = [a?n)].
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Tedy plati

k<am<k+1,
k<a’n<k+1,

neboli

m <1<m
E+1  « k’
n 1 n

—— <= <
k+1 o2 "k

Nerovnosti jsou ostré, nebotf « je iracionalni éislo. Jejich seétenim zis-
kame

irl “a a2 STk

Vyraz uprostied je roven jedné, takze dostavame

m+n 1 1 m-+n

k<m+n<k+1.

To je vSak spor, nebot mezi dvéma sousednimi p¥irozenymi ¢isly jiz zédné
dalsi lezet nemuze.

Ad 2: Necht m € N. Oznaéme

[m—kl} [m—kl}
p= A | -
[0 (6]

To znamena, ze

m+1 m+1
— —1<p< ,
« «
m+1 m+1
a2 —1<q<7

7Z ,pravych“ nerovnosti plyne [ap] < m, [a?q] < m. Nastane-li v prvnim,
resp. druhém ptipadé rovnost, je n = p, resp. n = ¢, ¢imz je problém
vyresen. Pfedpokladejme, Ze rovnost nenastane ani v jednom z piipadt.
Pak plati souc¢asné ap < m, a®q < m, neboli
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Se¢tenim obou nerovnosti ziskame
1 1
ptg<m|—+ — | =m.
a o«
Na druhé strané, sectenim ,levych“ nerovnosti obdrzime
1 1
p+qg>(m+1) —+—=]-2=m-1
a o«

Celkové tak opét dochazime ke sporu

m—1<p+qg<m.

Zpét ke hre

Tolik teorie. Co se tyce praktického hrani hry, na rozdil od marienbadu
zde asi Ize sotva predpokladat pohotové vypocty zpaméti s iracionalni
veli¢inou. Jedinou rozumnou moznosti je pamatovat si dostateény pocet
prohravajicich situaci.

Efektni mtze byt napi. zaéinat s 50 sirkami a nabidnout soupefi, aby
si je na dvé hromadky rozdélil sdm. Nezné-li princip hry, je nepravdépo-
dobné, Ze by uhodl jedinou pohravajici situaci, kterou je v tomto pripadé
(19; 31). Nasleduji (17;28), (16;26), (14;23), (12;20), (11;18), (9;15) a
zbytek uz znate.

Zavér

Na zavér jednoduché cviceni pro ctenare: Rozmyslete si, jak by se
herni strategie zménila, kdyby hrac¢, na néhoz jiz zadna sirka nezbyla,
naopak vyhraval.

Literatura

[1] Tomsa, J.: Nehrajte si se sirkami I. Rozhledy matematicko-fyzikdlnt, ro¢. 92
(2017), & 1, s. 1-9.

[2] https://en.wikipedia.org/wiki/Wythof£f%27s_game.

6 Rozhledy matematicko-fyzikalni



		webmaster@dml.cz
	2020-02-27T08:46:56+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




