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MATEMATIKA

Antipalindromicka disla

Lubomira Dvordkovd, FJFI CVUT, Praha
David Ryzdk, MFF UK, Praha

Abstrakt. Kazdy zna jisté palindromy: slova, kterd se ¢tou stejné zepredu
i pozpatku (napf. krk, rotor, nepotopen). Palindromické éisla, tj. ¢isla, ktera
maji palindromicky zapis v néjaké prirozené bazi, jsou dobfe matematicky pro-
studovand. V ¢lanku pfedstavime pojem antipalindromicka ¢isla a poznatky
o nich a porovname je s palindromickymi ¢isly. Zejména vypichneme ptrekva-
pivy vysledek tykajici se délitelnosti a prvocisel mezi antipalindromickymi
Cisly.

1. Palindromy pod lupou

Nikoho jist&é nepiekvapi, ze v pfirozenych jazycich obzvlast dlouhé
pricesti typu ,nepochopen’, ;nepotopen’, ,nezasazen‘, ,nezarazen‘. V ang-
liétiné je nejdelsim palindromickym slovem ,tattarrattat‘. Jeho vitézstvi
ovSem neni zcela zaslouzené, protoze nejde o bézné slovo, nybrz o fantazii
Jamese Joyce, ktery ve svém romanu Odysseus [I] pouzil tento neologis-
mus k oznaceni energického poklepani na dverte:

“I was just beginning to yawn with nerves thinking he was trying to
make a fool of me when I knew his tattarrattat at the door.”

Zajimavéjsi jsou pak palindromické véty. Palindromy z nich vznik-
nou, pokud zapomeneme na mezery mezi slovy, pripadné i na diakritiku.
V cestiné patii mezi nejzndméjsi palindromické véty:

,2Bazantu pada za zada putna zab.*
»Jelenovi pivo nelej.*
,Kobyla ma maly bok.“

Ale zajimavé jsou i palindromy éiselné, zvlast kdyz se k nim véze
néjaké alespon castecné dolozené vysvétleni. Naptiklad s polozenim za-
kladniho kamene Karlova mostu je spojovan palindrom ze samych lichych
cifer 135797531. Podle historika astronomie Zdenka Horského mohl byt
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zékladni kdmen polozen 9. ¢ervence 1357 v 5:31. V tu chvili pry byla pfi-
zniva konstelace Slunce a Saturnu. Palindrom je tedy sestaven z idaji:
rok—den—meésic-hodina—minuty.

2. (Anti)palindromicka ¢isla

Zacfneme formalni definici palindromického ¢isla a nové definujeme
antipalindromické ¢islo.

Definice 1. Necht b € N, b > 2. Uvazujme ptirozené ¢islo m, jehoz zépis
v bazi b mé tvar
m:inb"—I—---—I—ilb—i—io,

kde ig,41,...,i, € {0,1,...,b— 1} a i, # 0. Potom m nazveme

1. palindromickym cislem v bazi b, pokud cifry splnuji podminku:

ij =in—; prokazdéje {0,1,...,n}, (1)

2. antipalindromickym c¢islem v bazi b, pokud cifry spliiuji podminku:

ij=b—1—14,_; prokazdéje{0,1,...,n}. (2)

Rikame, ze prirozené Cislo je palindromicke, resp. antipalindromicke, po-
kud existuje baze, v niz ma tuto vlastnost.

Priklad 1. UvaZzujme nyni rtizné baze b a podivejme se, jak vypadaji
antipalindromicka ¢isla v téchto bazich:
e V bazi b = 10 je antipalindromickym ¢islem napf. 395 406.
e V bézi b = 3 je antipalindromickym ¢islem napf. 1581 = (2011120),.
e V bazi b = 2 je antipalindromickym ¢islem napt. 52 = (110100),.

Véta 1. Pokud md antipalindromickeé ¢islo lichy pocet cifer v bdzi b, pak
b—1

je b liché cislo. Navic prostredni cifra md pak hodnotu >5=.

Diikaz. Oznacme cifry uvazovaného antipalindromického ¢isla v bazi b
jako 1g,%1,...,12,. Podle definice antipalindromického ¢isla splnuje pro-
stfedni cifra i, rovnost 2i, = b — 1. Z toho vyplyva, ze cifra i, je celé
¢islo jen pro b liché. Navic plati i, = b_Tl [l
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Véta 2. Pokud je antipalindromické c¢islo v bazi b zdrover palindromic-
kym v bdzi b, pak je b lich€é c¢islo a vsechny cifry jsou rovny b;Zl.

Diikaz. Méjme antipalindromické ¢islo v bazi b s ciframi ig,%1,...,%,-
Aby bylo zaroven palindromickym, musi platit ¢; = ¢,_; pro kazdé
j€{0,1,...,n}. Z definice antipalindromického ¢isla zéroven plyne, Ze
ij +in—; = b— 1. Dostavame tedy i; = bg—l pro kazdé j € {0,1,...,n},
a baze b je tudiz nutné licha. O

2.1. Délitelnost

V této kapitole pfipomeneme znamy vysledek tykajici se délitelnosti
palindromickych ¢isel. Pfedstavime nové vysledky pro délitelnost antipa-
lindromickych ¢isel. Z téchto poznatki poté odvodime, jak je to s vysky-
tem prvocisel mezi palindromickymi a antipalindromickymi ¢isly.

2.1.1. Délitelnost palindromickych c¢isel

Véta 3. Palindromické cislo se sudym poctem cifer v bdzi b je délitelné
b+ 1.

Diikaz. Uvazujme palindromické ¢islo
M = inb" + i 1" 4 - +i1b+ i
pro lichd n. Muzeme sparovat jednotlivé dvojice
’L'n_jbn_j + ijbj = ij(b7L_j + bj),
protoze definice palindromického ¢isla fiké, Ze i,—; = i;. Diky sudému
poctu cifer miizeme timto zptsobem sparovat véechny dvojice i, ;b7
ai;b’ proj € {0,1,..., "T_l} Dokazme, Ze pro palindromické ¢islo upra-

vené sparovanim koeficienti plati

m=ig(b" + 1) + i1 (b" P +b) 4+ + i (""" +0F) =0 (mod b+ 1),

kde k = ”51.
Vsechny ¢leny kongruence miizeme zapsat i jako ;07 (b"~% + 1) pro
jeA{o,1,..., ”51}, a protoze vzdy 2j < n, tak v kazdém clenu kon-

gruence najdeme ¢len b" % + 1, kde n — 25 > 1. Zbyva tedy ukézat, Ze

4 Rozhledy matematicko-fyzikalni



MATEMATIKA

b*+1 =0 (mod b+ 1) pro lich4 piirozen4 éisla ¢, a to plyne ze znamého
vzorce pro rozklad:

r1=0b+D0 =24+ —b+1)=0 (modb+1).
Tim je dokédzano, ze b + 1 je délitelem palindromickych ¢isel se sudym
poctem cifer. O
2.1.2. Délitelnost antipalindromickych ¢isel

V desitkové soustavé zname tvrzeni, které ¥ika, ze prirozené Cislo je
délitelné 9, praveé kdyz jeho ciferny soucet je délitelny 9. Zobecnéme nyni
toto tvrzeni pro soustavy s libovolnym pfirozenym zakladem b.

Lemma 4. Necht m je prirozené ¢islo a jeho zdpis v bdzi b je roven
ind™ +ip_10" "1 + ... +i1b+iy. Potom m je délitelné b — 1, prdvé kdyz
jeho ciferny soucet v bazi b je délitelny b—1, tj. (in+in—1+- - -+i1+io) =0
(mod b—1).

Diikaz. Jelikoz b — 1 = (b— 1)(b*" L + b2+ ... + b+ 1), dostavame
kongruenci b’ = 1 (mod b — 1) pro kazdé ¢ € {1,2,...,n}. Z vlastnosti
kongruenci pak plyne, Ze isb’ =i, (mod b — 1), tudiz také plati

b 4 i 0" Firbdig =iy Fin 14 ...+ i1 +io  (mod b—1).
O

Véta 5. Antipalindromicke c¢islo se sudym poctem cifer v bazi b je déli-
telné cislem b — 1.

Diikaz. Uvazujme antipalindromické ¢islo
M = inb"™ 4 ip_ 10"t 4 - +i1b+ i
pro liché n. Podle lemmatu 4 mame kongruenci
Q™ i 0" b dio = it i1+ ... i1+ (mod b—1).

Podle definice antipalindromického ¢isla plati 4,,—; +i; = b—1 pro kazdé
j€{0,1,...,n}. Ze sudého poctu cifer pak plyne

1
i ino1 i1+ ig = (b71)”; —0 (modb—1),
tudiz antipalindromické ¢islo m je délitelné ¢islem b — 1. [l

Ro¢nik 94 (2019), ¢islo 1 5



MATEMATIKA

Véta 6. Antipalindromické c¢islo s lichym poctem cifer v bazi b je déli-

telné cislem bg—l.

Diikaz. Uvazujme antipalindromické c¢islo
m = i2,b®" + i, 10*" 1 - +irb + o,

7 definice antipalindromického ¢isla s lichym poctem cifer vyplyva, ze

vSechny cifry kromé prostiedni i,, 1ze sparovat is, + ig, ton—1 + 1, .. -,

In+1 + in—1 vzdy se souctem b — 1. Ciferny soucet ¢isla m — i,,b™ je tedy

délitelny cislem b — 1, a tedy podle lemmatu Ml je také piimo m — i,b"

délitelné ¢islem b—1, a tudiz samoziejmé i ¢islem b*Tl. Jelikoz prostiedni

cifra podle véty [ spliuje i, = bg—l, dozvédéli jsme se zatim, ze Cislo
b—

m— %b" je délitelné Tl Tim je dokézano, ze také antipalindromické

¢islo m je délitelné cislem b*Tl. O
2.1.3. Prvodisla mezi palindromickymi a antipalindromickymi
Cisly

Délitelnost a prvoéisla spolu tizce souvisi. Pojdme se tedy podivat,
jak to s nimi vypadé mezi palindromickymi a antipalindromickymi ¢isly.
7 véty [ vime, Ze palindromické ¢isla se sudym pocétem cifer v bazi b
jsou délitelna ¢islem b + 1. Proto nejsou prvodisly s vyjimkou pfipadu,
kdy b+ 1 je prvodislo a 11 je pak jeho pfislusny palindromicky zépis (se
sudym poctem cifer) v bazi b.

Palindromickych prvocisel mizeme najit spoustu v nasi desitkové sou-
stavé, napf. 101,131,353, 757, ..., viz posloupnost 4002385 v OEIS [3].
Nejvyssi dosud znamé palindromické prvoéislo v bazi 10 je 104745904.999.
10237249 4 1. Zda existuje nekone¢né mnoho palindromickych prvoéisel
neni zndmé. Vi se ovSem, ze napt. Mersennova a Fermatova prvoéisl
jsou palindromicka v bazi 2. Pokud tedy existuje nekone¢né mnoho Mer-
sennovych ¢i Fermatovych prvocisel, pak je i nekoneéné mnoho palin-
dromickych prvocisel. Ale i v jinych bazich b neni slozité palindromicka
prvocisla najit, napt.

(111)4 = 73,
(212), = 23,
(B222B),, = 729 643.

1)Mersennova prvoéisla jsou tvaru 2P — 1, kde p je nutné prvoéislo. Fermatova
. n
prvodisla jsou tvaru 22" + 1.
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Zatimco palindromické prvocisla existuji v riznych bazich, antipalin-
dromicka prvocisla se vyskytuji vzacné. Rozebereme tii pfipady v zavis-
losti na hodnoté baze b.

Baze b > 3
Véta 7. Necht je ddna bdze b > 3.

e Pak existuje maximdlné jedno antipalindromické prvocislo p v bdzi b

spliugici p < b, a top = b%

o Antipalindromické prvocislo p v bdzi b splniujici p > b neexistuje.

Dikaz.

e Jelikoz cifry v soustavé o zakladu b maji hodnoty od 0 do b — 1, ma
kazdé ¢islo p < b jednociferny zapis v bazi b. Jediné jednociferné
antipalindromické ¢islo v bazi b je ¢islo b;Zl, viz véta [l Odtud jiz

plyne prvni tvrzeni véty.

e Druhé tvrzeni plyne z délitelnosti antipalindromickych éisel (véty

a[6]). O

Baze b =2
Véta 8. V bdzi 2 existuje jediné antipalindromické prvocislo p, a to
p =2 se zdpisem 10.

Diikaz. 7 definice antipalindromického ¢isla vyplyva, Ze posledni cifra
jeho zapisu v bazi 2 bude 0. Kazdé antipalindromické ¢islo ma tedy
zapis tvaru 2" + 4, 12" 4+ .. 4412, tudiz je délitelné dvéma. Jediné
takové prvocislo je 2. O

Baze b=3

Véta 9. V bdzi b = 3 existuji antipalindromickd prvocisla. Nutné maji
lichy pocet cifer a navic minimalné tri cifry. Nejmensim takovym anti-
palindromickym prvocislem je cislo 13.

Dikaz. O bazi 3 vime z véty Bl Ze antipalindromické ¢isla se sudym
poctem cifer v této bazi jsou délitelnd dvéma. Pro antipalindromicka ¢isla
s lichym poétem cifer plyne z véty [l pouze trividlni fakt, Ze jsou délitelna
¢islem 1, a tak vSechna antipalindromicka prvodéisla v bazi 3 maji lichy
pocet cifer. Jediné jednociferné antipalindromické ¢islo v bazi 3 je ¢islo 1.
Pro vsechna antipalindromické prvocisla v bazi b = 3 tak plati, ze maji
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alespon tfi cifry a prostfedni cifra je rovna jedné. Nejmensim takovym
antipalindromickym prvocislem v bazi 3 je tudiz ¢islo 13 se zapisem
111. O

Kolik antipalindromickych prvocisel v bazi b = 3 existuje? To je
otézka, na kterou bohuZel nezname odpovéd. Uvedeme alespori, co bliz-
siho lze Fici o jejich tvaru.

Lemma 10. Antipalindromickd c¢isla v bdzi 3 zacinajici cifrou 2 jsou
délitelna cislem 3.

Diikaz. Méjme antipalindromické ¢islo
m=1i,3" +in_13" "1 + -+ +i13 + o,

pricemz i, = 2. Jelikoz i,, + i9 = 2, musi byt 79 = 0. Odtud jiz plyne
délitelnost m ¢islem 3. O

Véta 11. Vsechna antipalindromickd prvocisla v bdzi 3 jsou ve tvaru
6k + 1, kde k € N.

Diikaz. Uvazujme antipalindromické prvocislo
— 2n - 2n—1 - .
m = 12,37 4+ 12,13 +---+113+ 1

(podet cifer je nutné lichy podle véty [@). Podle lemmatu [0 je i2, = 1
aig = 1 a z véty [l vyplyvd, Ze i, = 1. Sparujme spolu jednotlivé
¢leny antipalindromického éisla m (kromé ig, iy, 25 ): G2n— ;3" 7 +14;37,
j € {1,...,n — 1}. Dokazme, ze pro kazdé j € {1,...,n — 1} existuje
s € N spliujici
3 (i2n—;3*" ¥ 4 ;) = 6s.

V zévorce mizeme predpoklddat pouze 3 moznosti pro cifry: is,—; = 2,
i; = 0, nebo ig,—; = i; = 1, nebo iy,_; = 0, i; = 2. Ve vsech téchto
pripadech rovnost plati, protoze v zévorce bude sudé ¢islo. Dostavame
proto rovnost

m = i2,3%" + i, 3" + ig + 6/
32 43" 4+ 1460
=3"3"+1)+1+6¢

pro néjaké nezdporné celé ¢islo £. Odtud je vidét, ze m je skuteéné tvaru
6k + 1 pro néjaké prirozené k. [l
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3. Dalsi vlastnosti antipalindromickych cisel

V ¢lanku jsme definovali antipalindromicka ¢isla v pfirozené bazi a
zkoumali jejich délitelnost. Zajimavy byl vysledek, ktery rika, ze v kazdé
prirozené bazi ruzné od tii existuje maximalné jedno antipalindromické
prvocislo. Tento vysledek je prekvapivy ve srovnani s palindromickymi
Cisly, pro ktera neni tézké nachazet palindromicka prvocisla v riiznych
béazich. Tento ¢lanek vznikl na zakladé stfedoskolské odborné ¢innosti [2].
Vysledky, které jsme odvodili, ale v ¢lanku je neuvadime, zahrnuji po-
Cet antipalindromickych ¢isel po néjakou mez, mezery mezi sousednimi
antipalindromickymi ¢isly, jednoduchy vzorec pro poradi antipalindro-
mickych ¢isel, vyskyty palindromickych mezi antipalindromickymi ¢isly
a naopak, mocniny mezi antipalindromickymi ¢isly.

4. Ulohy pro &tenafe

Pokud ¢tenafe nase hratky se zapisem c¢isel zaujaly a chtél by si sdm
vyzkouset néco podobného, mize dokazat nékteré vlastnosti duhovych
¢isel. Za napad zkoumat duhova ¢isla dékujeme Josefu Tkadlecovi.

Definice 2. Nechf b € N, b > 2. Pfirozené ¢islo m, jehoz zapis v bézi b
obsahuje kazdou cifru od 1 do b — 1 pravé jednou a neobsahuje cifru 0,
nazveme duhové v bazi b. Prirozené ¢islo nazveme duhové, pokud existuje
baze, v niz je duhové.

Priklad 2. Uvazujme nyni rtizné baze b a podivejme se, jak vypadaji
duhové ¢isla v téchto bazich:

e V bazi b = 10 je duhovym ¢islem napt. 123 456 789.

e V bazi b = 2 je jedingm duhovym cislem 1.

o V bazi b = 3 je duhovym ¢islem napi. 5 = (12); nebo 7 = (21),.

Ulohy pro &tenéie:

1. Najdéte vSechna duhovéa prvoéisla. Odpoved 5 a 7.

2. Najdéte nejvétsiho spolecného délitele vsech duhovych ¢isel v bazi 10.
Odpovéd 9.

3. Urcete nejmensi a nejvétsi mezeru mezi sousednimi duhovymi &isly
v bazi 10. (Duhova ¢isla m a n v bazi 10, m < n, jsou sousedy, pokud
neexistuje duhové ¢islo k v bazi 10 spliiujici m < k < n.) Odpovéd 9 a
14691 357.
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Chcete-li si své Feseni nechat zkontrolovat, poslete je na emailovou
adresu autorky: lubomira.dvorakova®@fjfi.cvut.cz
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Lékarské testy individualni a skupinové

Jan Vybiral, FJFI CVUT, Proha

Abstrakt. Lékaiské testy zna z bézného zivota kazdy z nas. Diky jejich ne-
dokonalosti — vyjadfené pojmy senzitivita a specificita — se jejich vyhodnoceni
neobejde bez pojmu z elementarni statistiky. Metoda skupinovych testii (group
testing), vyvinutd béhem druhé svétové vélky, je oproti tomu stéle aktivni pole
védeckého zajmu; puvodni ¢lanek Roberta Dorfmana z roku 1943 zaznamenéva
stale pfes CtyTicet citaci rocné. V této praci se pokusime sezndmit ctenafe se
zaklady tohoto oboru, a to vcetné teoretickych i praktickych cviceni.

1. Klasické 1ékaiské testy

Diagnostika nemoci je provadéna lékarskymi testy. Realné testy ale
nejsou idealni — idealni test by kazdého nemocného oznacil za nemocného
a kazdého zdravého za zdravého. U kazdého v praxi pouzivaného testu je
tedy mozné, ze zdravy jedinec bude bohuZel oznacen za nemocného (tzv.
fale$nd pozitivita) nebo Ze nemocny jedinec bude oznacen za zdravého
(tzv. falesna negativita).

Senzitivitou testu (neboli citlivosti testu) se nazyva pravdépodobnost,
7e nemocny pacient bude oznacen jako nemocny. Specificita testu je na-
opak pravdépodobnost, ze zdravy jedinec bude oznacen za zdravého.
Idealni test by tedy mél mit senzitivitu i specificitu rovnu jedné.
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