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FYZIKA

Vazeni zemékoule

Zdenek Drozd, Marie Snétinovd, Katerina Zilavd, MFF UK, Praha

Uvod

Pokud jste navstivili nékterou z akci Matematicko-fyzikalni fakulty
UK a zavitali jste do poslucharny T2 v trojské budové fakulty, asi jste
si v8imli podivného zafizeni na zdi vedle dvefi (obr. 1). Do mistnosti
tam vycéniva masivni ocelové rameno, na kterém jsou dvé velké olovéné
koule. P#i blizsi prohlidce jste si mohli vSimnout dalSich soucasti, které
uz tak napadné nejsou. Nejspis jste usoudili, ze jde o model néjakého mé-
ficiho zafizeni — pravdépodobné to bude néco historického... Déle jste
se potom nejspis vénovali tomu, kvuli ¢emu jste pfisli — zajimavé pred-
nasce, pasmu demonstracnich pokusti nebo nécemu dalsimu. Monstru
nad dvefmi jste asi dalsi pozornost nevénovali.

S .
& 1

CAVENDISHOVY VAHY
cmuve zakizent
PROSIME

NEDOTYKAT SE!

Obr. 1: Cavendishovy véhy v poslucharné T2 (budova MFF UK, V HoleSovié-
kich 2, Praha 8)

Co to tam tedy vlastné je? Jde o unikatni funkéni model gravita¢nich
vah — které byvaji nazyvany vahami Cavendishovymi. Henry Cavendish
(1731-1810) pomoci takovéhoto zafizeni provedl fadu méfeni, z nichz
bylo nakonec mozné uréit hmotnost Zemé. NasSe zafizeni je sice mensi
nez to, které mél k dispozici Henry Cavendish, presto ale i s nim mutzeme
Zemi zvazit s pomérné dobrou presnosti. Pojdme se ale nejprve seznamit
s tim, jak Cavendish ke svému slavnému experimentu dosel.
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Trocha historie neboli co pokusu pFfedchazelo

Ve druhé poloviné 17. stoleti spatfilo svétlo svéta slavné dilo Isaaca
Newtona Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Matematické
principy pfirodni filosofie). Mimo jiné vysledky Newtonova badéni je
zde uveden pozoruhodny vysledek, ktery dnes oznacujeme jako Newto-
niv gravitacni zakon. Podle tohoto zakona se dvé télesa pritahuji silou,
ktera je timérnd jejich hmotnostem a nepiimo tmeérna druhé mocniné je-
jich vzajemné vzdalenosti. Zatimco zévislost této sily, kterou dnes nazy-
vame gravitacni sila, na hmotnosti téles byla zifejma, pokles sily s druhou
mocninou vzdalenosti v Newtonové dobé zcela priitkazny nebyl. Zcela pre-
lomovym tvrzenim pak bylo, Ze sila, kterou se pritahuji nebeska télesa,
je stejného typu jako ta, kterd ptisobi mezi télesy pozemskymi. Az do té
doby totiz bylo vSeobecné uznavano tvrzeni, ze déje, které se odehravaji
pod sférou Meésice, se fidi jinymi zakony nez déje odehravajici se nad
touto sférou. Dumyslné experimenty Galilea Galileiho, objevy Johanna
Keplera a Newtonovy vysledky tyto starovéké predstavy postupné vy-
vratily.

Pojdme se zamyslet nad Newtonovym gravitaénim zdkonem trochu
podrobnéji, abychom zjistili, pro¢ jim bylo tolik uc¢encu véetné Henryho
Cavendishe tak fascinovano. V dobé vydani Principii bylo mozné za-
psat tento zakon nasledovné (samoziejmé za predpokladu davéry v onu
zévislost Ubytku gravitacni sily se étvercem vzdalenosti):

Fy~ L2 (1)
F, zde oznacuje gravitacni silu, mi, mo hmotnosti pritahujicich se téles
a r je jejich vzdalenost. Vztah jsme zapsali tak, jak jsme zvykli v nasi
dobé, v Principiich byste takovyto zptisob jeho zapisu hledali marné.

Néco zde, jak tusite, citelné chybi. Abychom mohli silu, kterou na sebe
dvé télesa pusobi, vypocitat, museli bychom kromé hmotnosti a vzda-
lenosti téles znat jesté konstantu ameérnosti. Dnes ji fikame gravitacni
konstanta a znac¢ime ji G (v Cechach byva také znacena feckym pisme-
nem kappa, zlistaneme ale u G, které je ve svété obvyklejsi). Newtontv
gravitacni zakon mizeme potom zapsat ve tvaru

r2

mi - mo

2 (2)

Zakon jsme zapsali pouze ve skalarnim tvaru. Jeho vektorovy zapis
zatim potfebovat nebudeme. Pravé gravitaéni konstanta G je to, co lze

F,=G

r
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zméfit nasimi gravitaénimi vahami, ale nepfedbihejme. Pojdme se ve
zkratce podivat na to, jakymi cestami se k urceni jeji velikosti lidé do-
stavali.

Roku 1774 podnikli panové Maskelyne a Burrow expedici k hote Schie-
hallion ve Skotsku. Jejich cilem bylo potvrdit zavislost 1/72 z Newtonova
gravitaéniho zadkona. Pro¢ se kvili tomu vypravili k této hote? Hora
Schiehallion je jednou z hor Skotské vysociny a nasi badatelé pifedpo-
kladali, ze pokud budou u jejiho Gpati velmi presné mérit smeér, kterym
mifi zavés olovnice, projevi se gravitaéni pritazlivost mezi horou a olov-
nici. Budou-li horu obchéazet a méfit smér, kterym olovnice mifi, mélo
by se ukazat, Ze se olovnice nepatrné naklani k hofe. Hora Schiehal-
lion ma pomérné jednoduchy symetricky tvar. Lze tedy urcit jeji objem
a badatelé doufali v to, Ze budou po Uspésném méfeni schopni urcit
jejl hmotnost, a tedy i priumérnou hustotu. Méfeni nepatrnych odchy-
lek olovnice od svislého sméru bylo samoziejmé velmi naro¢né. Metodu,
jak toto méfeni provadét, navrhl pravé Henry Cavendish. Podilel se na
organizaci expedice, dohlizel na pfipravu pfistroji, nasledné kontrolo-
val naméfena data, pfispival k jejich analyze apod. Sam se ale expedice
nezucastnil. Byl to totiz plachy samotar a podivin. Mél problémy komu-
nikovat s lidmi a radéji vse sledoval z bezpeci svého sidla. Jeho otec, lord
Charles Cavendish, byl velmi bohaty a vzdélany. Od svych Sestnéacti let
byl lord Charles Cavendish ¢lenem parlamentu a velmi intenzivné se za-
jimal o védu. Roku 1727 se stal ¢lenem londynské Kralovské spolecnosti
(Royal Society), kterd mu za vyndlez maximum-minimalniho teploméru
udélila roku 1757 Copleyho medaili. Tuto medaili londynské Kréalovska
spole¢nost udéluje uz od roku 1731 jako své nejvyssi védecké ocenéni.
Lord Cavendish umoznil synu Henrymu ziskat vzdélani na prestiznich
skolach té doby. Pfi studiu na univerzité v Cambridge se Henry Caven-
dish spratelil s Johnem Michellem, ktery mél pozdéji velkou zasluhu na
sestrojeni pristroje, ktery dnes nazyvame Cavendishovymi gravitacnimi
vahami.

Vysledky expedice k hotfe Schiehallion byly nadmiru uspokojivé. Po-
dafilo se prokazat, ze gravitacni sila skutecné klesa s druhou mocni-
nou vzdalenosti a Kralovska spoleénost povazovala vysledky expedice za
findlni dukaz platnosti Newtonova gravitacniho zakona. Za provedena
méfeni byla Maskelynemu s Burrowem roku 1775 udélena Copleyho me-
daile.

Vysledktt méfeni zminéné expedice se roku 1778 ujal Charles Hutton
a vypocital s jejich pomoci primeérnou hustotu hory Schiehallion. Vyslo
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mu, Ze je 4,5krat vétsi nez hustota vody. (V té dobé bylo bézné udavat
vysledky méreni ve formé porovnani s jinymi zndmymi hodnotami. My
bychom spiSe napsali p = 4,5 g/cm3, byla ale jind doba.) Hutton tento
vysledek publikoval a podékoval za pomoc pfi matematickém zpracovani
Cavendishovi. Nevime ale bohuzel, kterého Cavendishe mél na mysli —
jestli otce, nebo syna.

Metoda nepatrného vychyleni olovnice k hote byla sice dimyslné, bylo
s ni ale spojeno nékolik problémi. Kromé toho, Ze vyzadovala velmi
precizniho a trpélivého experimentatora, byly jeji vysledky v nékterych
ohledech diskutabilni. Je zvolend hora dobrym reprezentantem materi-
alu, ze kterého se sklada Zemé? Neméla by jina hora jinou hustotu? A je
odchylka olovnice skutecné zpusobena gravitacni silou? Henry Caven-
dish spole¢né se svym pritelem Johnem Michellem hledali lep$i méfici
metodu. Dnes uz nejspiSe nezjistime, kdo byl autorem myslenky zkon-
struovat k tomuto tcelu specialni torzni vahy. Prvni zminka se objevuje
v dopise Cavendishe Michellovi z roku 1783. V dopise se Cavendish pta,
jak pokrac¢uji pfipravy experimentu [1], a z dotaz je zfejmé, ze Michell
vahy konstruoval. Oba méli zajem na tom, sestrojit néjakou ,domaéci
aparaturu“. Cavendishovi vyhovovala predstava, ze bude moci experi-
mentovat v ustrani a s nikym pfitom moc nekomunikovat, vyhovovalo
to jeho plaché a samotarské povaze. Michell, jakozto duchovni, byl p¥i-
li§ zaméstnan, nez aby si mohl dovolit odjet na néjakou expedici, nebo
experimentovat mimo svij domov.

Roku 1783 zemfiel Cavendish otec a Henry zdédil panstvi s celym ob-
rovskym majetkem. Vyhlédl si dim, do néjz planoval Michellem zkon-
struovanou aparaturu prestéhovat. To se skuteéné o dva roky pozdéji
stalo. Cesta k tspéchu byla ale jesté dlouha. Roku 1793 John Michell
zemrel a Henry Cavendish pokracoval ve vyvoji aparatury sdm. Nechal
v domé vybudovat specialni mistnost ,odrusenou“ od vlivi okoli, apa-
raturu kompletné prestavél a cely podzim roku 1797 a jaro roku 1798 se
vénoval métreni. Vysledky publikoval 21. 6. 1798 v ¢lanku Ezxperiments
to determine the density of the earth [2]. Jak ¢lanek vypadal? Mél ucty-
hodnych 57 stran a pravdépodobné by obstal i u dnesnich recenzenti.
V tvodu je (ponékud zhu$ténd) teorie, kterd zabird pouze dvé a pul
stranky, zbytek je vénovan vysledkim méfeni a hlavné rozboru chyb
méfeni a zpusobu jejich korekce. A jaké tedy byly parametry ptvod-
nich Cavendishovych vah? Bylo to tctyhodné zafizeni, jehoz dominan-
tou byly dvé olovéné koule, kazda o hmotnosti 158 kg. Presnost, které
Henry Cavendish dosahl, byla udivujici. Hodnota gravitacni konstanty
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uréena z jeho méfeni je G = 6,754 - 10~ m3.s72. kg™ ! [3]. (Porovnejte
s hodnotou uvedenou v dnesnich tabulkach.)

S pomoci zndmé hodnoty gravitac¢ni konstanty mohl Cavendish vy-
pocitat hmotnost Zemé. Stacilo pouzit Newtoniv gravitacni zdkon, za
jednu z hmotnosti dosadit hledanou hmotnost Zemé, jako druhou hmot-
nost vzit hmotnost libovolného zavazi a pomoci pfesného siloméru zmé-
fit, jakou silou je zavazi pritahovano k Zemi. Za vzdalenost r se dosadi
polomér Zemé (ten byl v Cavendishové dobé znamy).

Jak gravita¢ni vahy funguji?

Princip Cavendishovych vah je ve své podstaté jednoduchy. Je to po-
dobné, jako kdyz chcete méfit tihu (resp. hmotnost) télesa pruzinou.
V tom pripadé byste nejprve urcili tuhost pruziny k, kterd udava, jak
velkd sila by na pruzinu musela ptisobit, aby se protdhla o 1 metr (mu-
selo by pfitom navic jit o pruznou deformaci pruziny, to znamena, ze
pokud by deformacni sila piestala ptsobit, pruZina by se vratila do pu-
vodniho tvaru). Pokud jste nékdy tuto definici tuhosti pruziny slySeli,
byli jste k ni asi ponékud skeptic¢ti. Co kdyz budu mit pruzinu, ktera
ma délku, dejme tomu, 10 cm. Jak ji protdhnu o metr? Je to mysleno
ponékud ,obrazné“, kdyby bylo mozné pruzinu o metr protdhnout, byla
by sila, ktera to zptusobila, ¢iselné rovna tuhosti pruziny. Dulezité je to,
ze kdyz vite, jaka je tuhost pruziny, mizete si ji zkalibrovat pro méfreni
neznamych sil. Dokazete totiz urcit, jaké prodlouzeni odpovida zatizeni
pruziny silou jednoho newtonu, a vyrobit vhodnou méfici stupnici (takto
funguji pruzinové siloméry). Pro deformaci pruziny plati vztah

F = —kAx, (3)

kde F' je sila pusobici na pruzinu, k£ tuhost pruziny a Az prodlouzeni
pruziny. Je snadné dopocitat nezndmou silu, kdyz zmérime prodlouzeni
pruziny, které zpusobila.

Tuhost pruziny byste mohli ur¢it pomoci vhodného kalibra¢niho za-
vazi. Slo by to i jinak? Bylo by mozné napiiklad zmé¥it periodu kmiti
zavazi zavéseného na nasi pruziné. Pro tuto periodu plati vztah

m
T=92n,/2
R

(4)

Ze znamych hodnot periody kmitd pruziny 7' a hmotnosti m zavazi byste
tuhost k jiz snadno urdili.
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Cavendishovy gravitacni vahy jsou v podstaté také silomérem. Je to
ale silomér dimyslny a velmi citlivy. Na obr. 2 je znazornéno schéma
gravitac¢nich vah pfi pohledu shora.

Obr. 2: Schéma Cavendishovych vah (pohled shora)

Hlavnimi souc¢astmi vah jsou dvé velké olovéné koule, kazda o hmot-
nosti my a poloméru R. Koule jsou umistény na nosniku, kterym je
mozné otacet tak, jak je ve schématu zakresleno Sipkami. Mezi kou-
lemi je umisténo torzni kyvadélko tvorené kulickami o hmotnostech ms
na tenkém kovovém vldkné (v naSem piipadé je z molybdenu, ktery ma
dlouhodobé stabilni mechanické vlastnosti). Torzni kyvadélko tedy muiize
kmitat v prostoru mezi velkymi koulemi. VSe je nastaveno tak, aby ky-
vadélko bylo umisténo symetricky mezi velkymi koulemi. V rovnovazné
poloze jsou tedy vzdalenosti stredi malych kulic¢ek a velkych kouli stejné.

Zatizeni si miizeme predstavit jako torzni silomér nebo presnéji jako
méric moment sil. Pokud jej vychylime z rovnovazné polohy, zkrouti
se vlakno, na kterém visi, a to se ho snazi vratit zpét. Mezi momentem
vychylujici sily M a thlem pooto¢eni a (v radidnech) plati vztah

M = —Da, (5)

kde D vyjadrtuje tzv. direkéni moment vidkna. Je to analogicka veli¢ina
k tuhosti pruziny. Direk¢éni moment vyjadfuje, jak velky moment sily by
musel piisobit, aby se vldkno zkroutilo o 1 radidn (resp. aby se o tento
uhel stocilo kyvadélko). Podobné jako u prve zminéného pfipadu s pru-
zinou muzeme direkéni moment urcit pomoci periody kmit torzniho
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kyvadélka. Pfimé méfeni, tedy vychyleni kyvadla o urcity thel a zmé-
feni odpovidajiciho momentu sily, by zde bylo obtizné. Direk¢éni moment
vlakna by také bylo mozné vypocitat z jeho praméru, délky a ze znamé
hodnoty modulu pruznosti ve smyku molybdenu; bylo by to ale dost
nepfesné. Ve vypoctu bychom museli pocitat se ¢tvrtou mocninou po-
loméru vldkna; chyba v urceni poloméru by se tedy vyrazné projevila.
Vlakno je navic ve skutecnosti vyrobeno ze slitiny molybdenu a modul
pruznosti ve smyku dostateéné presné nezname.
Pro periodu kmitt torzniho kyvadla plati

T = 27‘\/%’ (6)

kde J je moment setrvacnosti kyvadla.

ProtoZe zndme parametry kyvadélka (rozmeéry a hmotnosti kulicek i
spojovaci tycky), neni problém vypocitat jeho moment setrvacnosti J
a nasledné direkéni moment D. Vypoctem direkéniho momentu jsme
vlastné provedli kalibraci naseho torzniho siloméru (nebo chcete-li ,mo-
mentoméru®).

V dalsim kroku pfesuneme velké koule ,na doraz“ do jedné z krajnich
poloh, pockame, az se torzni kyvadélko zastavi, a uréime jeho polohu.
Potom pretocime koule do druhé krajni polohy, torzni kyvadélko se ustali
v trochu jiné poloze, kterou opét zaznamename. Mald zména polohy
kyvadélka je zptisobena gravita¢nimi silami, kterymi na néj ptisobi velké
koule. Méli bychom tedy byt schopni tuto silu z namérenych hodnot
vypocitat. Pokud se to podari, mizeme z vysledku zjistit, jakou silou na
sebe ptlisobi dvé télesa o hmotnosti 1 kg, jsou-li od sebe vzdalena 1 m.
A pravé tento udaj je to, co hledame — gravitac¢ni konstanta G. Vypada
to sice jednoduse, ale skuteény postup je trochu naroc¢néjsi. Budeme se
mu vénovat v navazujicim ¢lanku v pristim cisle.
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