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Véta o obvodovém a stredovém uhlu

Vlasta Moravcova, José Marcial Ndjares Romero

Abstrakt. V ¢lanku se zabyvame méné znamym pristupem k dukazu véty o obvodovém a stie-
dovém thlu, které prislusi témuz kruznicovému oblouku. V obvyklém dikazu je pouzita véta
o souctu vnitinich thla trojuhelniku. Zde predlozeny diikaz je vsak zalozen na jednodussich
tvrzenich, diky ¢emuz muze byt véta o souc¢tu vnitinich thla trojihelniku nésledné prezen-
tovana jako jeden z dusledku véty o obvodovém a stfedovém thlu.

Pottebu dokladat matematicka tvrzeni diukazy a systematicky tak budovat celou
teorii spatfujeme jiz v antickém Recku u Pythagorejcti. Podrobnéjsi vymezeni sprav-
nych deduktivnich postupt podal filosof Aristotelés ze Stageiry (4.stolet{ pf.n.l.)
a prvni dochované zaklady axiomaticky vystavéné geometrie predstavil okolo roku
300 pf.n.l. Eukleidés v dile Stoicheia [Zéklady]. Patrné nejzndméjsi poloformdlni
axiomaticky systém [2] vytvoril na prelomu 19. a 20. stolet{ némecky matematik Da-
vid Hilbert (1862-1943) a predstavil jej v knize Grundlagen der Geometrie (Leipzig,
1899). Dalsimi autory modernich axiomatickych systému geometrie jsou George Birk-
hoff (1884-1944) nebo Alfred Tarski (1901-1983). Hilbertiv systém je vSak nejblizsi
Eukleidovu pojeti a diky tomu také skolské matematice, proto z néj v nasledujicim
textu vychazime.

1. Postaveni véty o obvodovém a stfedovém thlu ve Skolské planimetrii

S vétou o obvodovém a stredovém uhlu se zaci zpravidla seznamuji na strednich sko-
lach, a sice v nasledujici podobé:
Velikost stredového thlu je rovna dvojndsobku velikosti obvodového dhlu pri-
slusného témuz kruznicovému oblouku.

V obvyklém ditkazu této véty (viz napt. [8], s. 61-63) je vyuZzito tvrzeni, Ze soucet
velikosti vnitinich dhla trojihelniku je 180°. S nim se zéci setkavaji jiz na zdkladni
skole, kde jej nejprve vyslovi jako hypotézu na zakladé rozstrizeni papirového trojihel-
niku na t¥i ¢asti a ndsledného vhodného prilozeni téchto ¢asti vedle sebe (viz obr. 1).
Vétu o souctu velikosti vnittnich Ghld v trojihelniku mizeme dokazat nésledovneé:
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Obr. 1. Rozstfizeni papirového trojihelniku
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Obr. 2. K dukazu véty o souc¢tu vnitinich thli trojahelniku

Ozna¢me dany trojuhelnik ABC' a velikosti jeho vnitinich thla BAC, ABC
a ACB portadé a, § a~ (obr. 2). Bodem C vedme rovnobézku p s tiseckou AB.
Na primce p vyznacme libovolny bod X rtzny od C, ktery lezi v poloroviné
BCA, alibovolny bod Y ruzny od C', ktery lezi v poloroviné AC'B. Z vlastnosti
sttidavych uhla vyplyva, ze velikost thlu X C A je rovna «, velikost ihlu BCY
je rovna (. Vidime, ze velikost primého tthlu XCY je rovna souctu velikosti
uhlt XCA, BCY, ACB, a tedy a + 8+ v = 180°.

Podobné, byt — adekvatné véku zakt — zjednodusené dikazy nalezneme také v za-
kladoskolskych ucebnicich, napfiklad v [7] nebo [3]. Zjednoduseni spoc¢ivd predevsim
v zanedban{ rozdilu mezi oznac¢enim dhlu (jako geometrického objektu) a jeho veli-
kosti.! Dale bychom radi podotkli, Ze rovnost st¥idavych Ghli je predkladéna zakam
bez dukazu, jen na zakladé nazoru. Navic zde u zakt dochazi k vytvoreni zkreslené
predstavy o pojmech souhlasné a stridavé ihly. Ze zdkladni i stfedni skoly zaci prichazi
s nespravnou predstavou, ze souhlasné a stiidavé tihly souvisi pouze s rovnobéznymi
piimkami a jsou vzdy shodné.? Tuto predstavu bohuzel podporuji i nékteré uéebnice.?

VysSe popsany pristup predstavuje vétu o obvodovém a stredovém thlu jako disle-
dek véty o souctu velikosti vnitinich thla v trojihelniku. V néasledujicim textu podame
jiny, méné zndmy* dikaz véty o obvodovém a stfedovém dhlu, v némz vétu o souctu
velikosti vnitnich Ghla v trojihelniku nepouzijeme. To ndm umozni obratit pohled na
vztah uvedenych vét a vnimat vétu o souctu velikosti vnitinich thla v trojihelniku
jako dusledek véty o obvodovém a stredovém tuhlu.

Ve zminénych ucebnicich je vynechéno slovo velikost, avSak soudet je vyjadfovan ve stupnich.
Vétu lze vyslovit i bez uvazovani metriky: Soucet vnitrnich uhli trojihelniku je thel primy, pokud
nahlizime na hly jako na geometrické tdtvary — ¢ésti roviny. Primy tuhel lze pak definovat jako
polorovinu atd., viz napt. [5].

2V axiomaticky budované geometrii nejprve definujeme dvojice souhlasnych a stiidavych hli jako
dvojice prislusnych uhlu, které sviraji dvé libovolné ruzné primky a, b s prickou p — korektni definice
souhlasnych thlu viz ([5], s. 31); sti¥{davé dhly lze definovat analogicky. Teprve poté mizeme vyslovit
tvrzeni, ze tyto thly jsou shodné pravé tehdy, kdyz jsou primky a, b rovnobézné.

3Nespréavna fixace na rovnobézky se vyskytuje naptiklad v uéebnicich ([1], s.25), ([7], s.17), ([9],
s. 15-16).

4Pfedklddany dikaz se opird o rovnost souhlasnych twhli pri rovnobézngch piimkéch, je tedy
zalozen na obdobné myslence jako obvykly dikaz véty o souctu velikosti vnitinich ihla trojihelniku.
Je pravdépodobné, ze jiz byl nékdy takovy nebo obdobny dukaz véty o stfedovém a obvodovém
thlu podan, avsak neni nam znamé zadnéd publikace, kterd by jej v této podobé a takto podrobné
prezentovala. Jiny, téz elegantni diikaz véty o obvodovém a stfedovém uhlu uvedl Leischner [6], avsak
vychézel z predpokladu, ze soucet velikosti vnitinich thld ve ¢tyfthelniku je 360°.
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2. Dikaz véty o obvodovém a stredovém tihlu

Predlozeny diukaz je vystavén v duchu Hilbertovy axiomatiky. Tento axiomaticky sys-
tém je tvoren primitivnimi pojmy bod, primka, rovina, primitivnimi relacemi leZet mezi,
lezet na a byt shodny a 21 axiomy rozdélenymi do péti skupin: incidence, usporadani,
shodnost, rovnobéznost, spojitost [4].°> Na jejich zékladu lze postupné formulovat de-
finice a véty eukleidovské geometrie. Nechceme vsak ctenare zatézovat podrobnymi
definicemi pojmt, s nimiz v textu dédle pracujeme, ani dikazy vSech pomocnych tvr-
zeni. Podavame proto jen jejich prehled s odkazem na literaturu, kde lze dohledat vice
podrobnosti. V nésledujicim dikazu pracujeme s pojmy:

e kolinedrni body, prisecik, polorovina, rovnobéznd primka/rovnobézka
o kruznice, mensi/vetsi kruinicovy oblouk s krajnimi body, polokruznice
o dhel, soucet/rozdil whli, rameno dhlu, vrcholové ihly, souhlasné 1hly

o stredovy/obvodovy thel prislusny kruznicovému oblouku

trojuhelnik, vnitini/vnéjsi bod trojihelniku/ihlu

Predpokladame, ze ¢tenafi jsou uvedené pojmy znamy. Definici vétSiny z nich na za-
kladé Hilbertovy axiomatiky lze nalézt v [5]. Déle vyuzivame nékolik tvrzeni, kterd je
mozné dokazat na zakladé axiomiu incidence, usporadani, shodnosti a rovnobéznosti
(dtikazy téchto nebo obdobnych vét viz [5]):

o Vrcholové thly jsou shodné. (vl)
o Souhlasné uhly, které jsou tvoreny dvojici rovnobéznich primek a jejich prickou,
jsou shodné. (v2)

e Danym bodem, ktery nelezi na dané primce, lze vést k této primce pravé jednu
rovnobézku. (v3)

V nasem dtikazu se také odvolavame primo na jeden z Hilbertovych axiomt shodnosti
([4], s.10):°

o Méjme dva trojuhelniky ABC, A'B'C’. Pokud je AB ~ A'B', AC ~ A'C’
a <BAC ~ <B'A'C’', potom je také <ABC ~ <A'B'C"' a <ACB ~ <A'C'B’.(S)

Véta o obvodovém a stredovém tuihlu a jeji dakaz

Zméni véty muzeme formulovat nasledovné:
Stredovy thel ASB prislusny danému kruznicovému oblouku AB je shodni
s whlem, ktery ziskame jako soucet libovolného obvodového tihlu ACB prislus-
ného témuz oblouku se sebou samym.

6V citovaném zdroji je pro shodnost tisecek a @hli (v tom smyslu, Ze je 1ze na sebe premistit tak,
ze se kryji) pouzivdn znak =, v tomto prispévku vSak uzivdme znaceni{ ~ v souladu s praci [5].
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Diikaz. Méjme kruznici k se stfedem S a ruzné body A, B takové, ze A € k, B € k.
Nejprve predpokladejme, ze body A, S, B nejsou kolinearni. Uvazujeme-li mensi
oblouk AB, pak mohou nastat t¥i disjunktni pripady:

(a) Stred S lezi na jednom z ramen thlu ACB (obr. 3).

c
b
k B E
J F
1D
A

Obr. 3. K ¢asti (a) dikazu véty o obvodovém a stiedovém thlu

Necht bod S lezi naptiklad na rameni C'A, tedy:
<ACB ~ <SCB. (1)

Trojuhelniky BCS, CBS spliuji predpoklady axiomu (S), nebot BS ~ CS,
CS ~ BS a <BSC ~ «CSB. Diky tomu plati také:

<SCB ~ <SBC. (2)

Déle podle (v3) existuje jedind rovnobézka b s ptimkou AC prochazejici bodem B.
Na primce b zvolime libovolny bod D ruzny od B, ktery lezi v poloroviné SBA.
Déle zvolime libovolny bod E na primce SB takovy, ze bod B lezi mezi body S,
E, a bod F na pf¥imce CB takovy, ze bod B lezi mezi body C, F. Uhly SBC
a FBE jsou vrcholové, a tedy podle (v1) plati:

4SBC ~ <FBE. (3)

Uhly SCB a DBF jsou souhlasné a navic je pfimka SC rovnobézna s pifmkou DB.
Podle (v2) tedy plati:
<SCB ~ <DBF. (4)

Z uvedenych vztahu vyplyva:
(3),(4) (2)
<DBE =~ <DBF+<FBE =~ <SCB+ <SBC =~

2D 4SCB + «SOB Y «ACB + <ACB.

—~
~
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Jelikoz je ihel DBE souhlasny s ithlem ASB a primky AS, DB jsou rovnobézné,
je <DBE ~ <ASB, a tedy:

<ASB ~ <ACB + <ACB.

(b) Stfed S je vnitinim bodem thlu ACB (obr. 4).

C

Obr. 4. K ¢asti (b) dikazu véty o obvodovém a stfedovém dhlu

Prisecik ptimky C'S s danou kruznici, ktery je razny od bodu C, ozna¢ime D. Pro
obvodovy a stfedovy thel prislusny oblouku AB plati:

JACB =~ <ACD+ <DCB, (5)
<ASB <ASD + <«DSB. (6)

1

Uhly AC'D a ASD jsou obvodovy a stiedovy tihel pifslusejici oblouku AD, podobné
thly DC'B a DSB jsou obvodovy a stredovy thel prislusejici oblouku DB. Jelikoz
bod S lez{ na rameni C'D obvodovych thlt ACD a DCB, podle bodu (a) plati:

<ASD =~ <ACD + <ACD, (7)
<DSB ~ <«DCB+<DCB. (8)

Z uvedenych vztaht vyplyva:

aasB ¥ qasp+ <psp Y

=" (€ACD + <9ACD) + (<DCB + <DCB) ~

(XACD + <DCB) + (<ACD + <DCB) 2

fas3

12

—~
ot
=

1

<JACB + <ACB.
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D

Obr. 5. K ¢4sti (¢) diikazu véty o obvodovém a stiedovém thlu

(c) Stied S je vnéjsim bodem thlu ACB (obr. 5).

Prusecik primky CS s danou kruznici, ktery je razny od bodu C, ozna¢ime D. Pro
obvodovy a stiedovy thel prislusny oblouku AB plati:

<ACB
<ASB

12

<4ACD — <DCB, (9)
<ASD — <DSB. (10)

12

Uhly AC'D a ASD jsou obvodovy a stiedovy tihel pifslusejici oblouku AD, podobné
thly DC'B a DSB jsou obvodovy a stredovy thel prislusejici oblouku DB. Jelikoz
bod S lez{ na rameni C'D obvodovych thlt ACD a DCB, podle bodu (a) plati:

JASD =~ <ACD + <ACD, (11)
<DSB ~ <DCB+<DCB. (12)

Z uvedenych vztaht vyplyva:

(10) (11),(12)
<ASB ~ <ASD —<DSB = =~
WU (4ACD + <ACD) — (4DCB + <DCB) =~
~  (4ACD — <DCB) + (<ACD — <DCB) %
(©)

R

<ACB + <ACB.

Uvazujeme-li vétsi oblouk AB nebo jsou-li body A, S, B kolinearni, je bod §
vzdy vnitinim bodem obvodového ihlu ACB (obr. 6) a plati ¢ast (b) vyse. Dikaz je
proveden. O
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Obr. 6. K dukazu véty o obvodovém a stfedovém uhlu: vétsi oblouk AB (vlevo), kolinedrni
body A, S, B (vpravo)

3. Duisledky véty o obvodovém a stiredovém tihlu

7 véty o obvodovém a stfedovém uhlu vyplyvd mnoho dalsich zajimavych tvrzeni.
Pripomeneme zde vybrana z nich od téch nejznaméjsich po véty, které se obvykle
dokazuji jinak, bez pouziti véty o obvodovém a stredovém thlu. Tvrzeni uvadime jiz
jen ve zjednodusené skolské terminologii a jejich dikazy pouze naznacime.

* ok X

Patrné nejzndméjsim dusledkem ve stiedoskolské matematice je jedna z vlastnosti
tétivového ctyrihelniku:

Soucet velikosti protéjsich whli tétivového ctyrihelniku je roven 180°.

Tato vlastnost ihned vyplyva z toho, ze soucet velikosti stfedovych thlt odpovida-
jicich prot&jsim obvodovym thlum je 360° (obr. 7).
x ok ok

46>

=

¥

Obr. 7. Soucet velikosti protéjsich thli v tétivovém ctyfihelniku
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Dalsi zndmou vétou je véta Thalétova:

MnoZinou vrchold pravijch uhli nad dseckou AB je kruznice sestrojend nad
pramérem AB vyjma bodu A, B.

Na zakladni skole, kde se s ni zaci obvykle poprvé setkaji, je tato véta dokazovana
pravé s vyuzitim souctu vnitinich dhla trojihelniku. Lze na ni vsak také nahlédnout
jako na primy dusledek véty o obvodovém a stredovém uhlu; viz obrézek 6 vpravo, kde
obvodovy thel AC B odpovida primému stredovému thlu ASB. Za jeji zobecnéni pak
lze povazovat tvrzeni: mnoZinou bodu, z nichZ je dand usecka vidét pod danym uhlem,
je kruznicovy oblouk (presnéji sjednoceni dvou kruznicovych obloukt), s jehoz aplikaci
se setkdvame v tlohdch o konstrukeich trojihelniki.”

x ok ok

Primym dusledkem véty o stredovém a obvodovém uhlu je tvrzeni, ze wvsechny
obvodové uhly prislusné témuz kruznicovému oblouku jsou shodné. Toho mizeme vyuzit
v ditkazu véty souvisejici s mocnosti bodu ke kruznici:

Je ddna kruznice k a bod M, ktery na ni nelezi. Necht primky p, p jsou
dvé ruzné libovolné secny kruznice k vedené bodem M. Oznacme A, B pri-
seciky secny p s kruznici k a A', B' priseciky secny p’ s kruznici k. Potom

IMA| - |[MB| = |MA'| - [MB|.

Diky shodnosti obvodovych uhlia prislusnych témuz oblouku jsou trojtuhelniky
MAB', MA'B podobné® nezavisle na tom, zda je bod M vné&jsim nebo vnitinim
bodem kruznice k (obr. 8). Proto jsou si rovny poméry jejich odpovidajicich si stran,
IMA|  |MB'|

ted -
“VMA|] T MB]

. Odtud jiz plyne platnost uvedeného tvrzeni.

Obr. 8. Konstantni sou¢in délek tisecek na secnach kruznice

"Napiiklad v tloze: Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dina délka strany AB, velikost thlu v a veli-
kost vysky na stranu AB.
8Podle véty o podobnosti trojihelniki wu.
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Obr. 9. Sinova véta

Shodnost obvodovych thla prislusnych témuz kruznicovému oblouku muzeme vyuzit

také k elegantnimu dikazu sinové véty:

b
V trojihelnitu ABC je - ¢ _ ¢

ina sinfB siny’

Kazdému trojihelniku 1ze opsat kruznici k, jeji polomér ozna¢me r. Na kruznici k
sestrojime bod A’ tak, aby trojihelnik A’ BC byl pravothly s pieponou A’C' (obr. 9).
Z Thalétovy véty vyplyvd, ze tsecka A'C' je primérem kruznice k. Uhel BA'C je
shodny s thlem BAC, nebot oba tyto thly piislusi oblouku BC. V trojihelniku A’ BC

a a b c
jesina = —, a tedy —— = 2r. Analogicky je také — =2ra — = 2r, tedy
2r sin « sin 3 sin y

a b c

sina  sinf8  sinvy’
% %

Jelikoz jsme vétu o obvodovém a stredovém thlu dokézali, aniz bychom predpo-
kladali, ze soucet velikosti ihli v trojihelniku je 180°, mizeme ji nyni naopak pouzit
k snadnému dtkazu jiz uvedeného tvrzeni:

Soucet velikosti vnitrnich dhli trojuhelniku je 180°.

Trojiihelniku ABC opiSeme kruznici k& (obr. 10).° Vnitini thly trojihelniku jsou
pak obvodovymi thly prislusnymi oblouktm kruznice k, pricemz soucet velikosti jim
odpovidajicich stfedovych thlu je roven 360°. Odtud a + § + v = 180°.

Tento dukaz véty o souc¢tu velikosti vnitinich thla trojuhelniku je uveden napriklad
na proofsfromthebook.com'’. Na téchto strankach je vSak véta o obvodovém a stie-
dovém thlu dokazédna pomoci souctu velikosti vnitinich thla v trojuhelniku, dikazy
se zde tedy nevhodné cykli.

9Nezélezi na tom, zda je dany trojuhelnik ostrothly, pravothly nebo tupothly. Na obr. 10 je zna-
zornén ostrouhly a tupouhly trojihelnik, k nahledu situace v pravothlém trojuhelniku muze poslouzit
obr. 6 vpravo.

10pfesny odkaz je: http://proofsfromthebook.com/2013/04/13/triangle-angle-sum-and
-inscribed-angle-theorems [cit. 26. 5. 2019].
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Obr. 10. Soucet velikosti vnitfnich thla trojihelniku

4. Zavér

Pokud se nebudeme striktné drzet axiomatického pristupu a pripustime urcité, jiz diive
nazna¢ené, nepiesnosti,'! lze predlozeny dikaz véty o obvodovém a stiedovém thlu
zjednodusit a vice priblizit zaktim. Porovname-li pak uvedeny ditkkaz s obvyklym skol-
skym pristupem, neshledavame, ze by byl komplikovanéjsi, spise naopak. Pouziti nejen
tradi¢niho, ale i alternativniho pristupu stredoskoldkiim umoziiuje pozorovat souvis-
losti planimetrickych vét a rozvijet tak logické mysleni i objevovat krasu a eleganci
eukleidovské geometrie.

Podékovani. Tento ¢lanek vznikl za podpory programu Univerzitni vyzkumné
centra UK, ¢. UNCE/HUM/024, a projektu PROGRES Q17 Priprava uditele a uci-
telskd profese v kontextu védy a vijzkumu. Za cenné rady autori dékuji doc. RNDr. An-
toninu Slavikovi, Ph.D.
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