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MATEMATIKA

Priklad do hodiny vénované statistice

Ondrej Vencdlek, PrF UP, Olomouc

1. Uvod

Dal jsem si nasledujici ukol: prostfednictvim kratké (maximalné 45mi-
nutové) prednasky motivovat studenty stiednich skol ke studiu statistiky.
Motivovat nékoho ke studiu urc¢itého pfedmétu podle mého znamena nej-
prve odpovédét na tradiéni otazku ,k ¢emu je, ¢i mize byt, tento predmét
dobry?“, a poté ukazat, ze dany predmét je nejen ,uzitecny“, ale také
y,zabavny* — ze usili vlozené do studia je vyvazeno radostnymi pocity
v situacich, kdy ¢lovék prijde na néco, co se zprvu zdalo nejasné. Stu-
denti, ktefi maji v oblibé matematiku (pfedev§im pro né je prednaska
uréena), ten radostny, snad az objevitelsky pocit dobfe znaji. Nicméné i
ti, ktefi neoceni krasy statistiky jako matematické discipliny, mohou ve
statistice objevit pomérné univerzalniho pomocnika pti hledani odpovédi
na otazky z nejriznéjsich obori lidské ¢innosti.

2. Otazky — data — analyzy — odpovédi

Prvni ¢ast motivacni prednasky ma studenty presvédcit o ,uzitec-
nosti“ statistiky.

Lidé pracujici v riiznych oborech si kladou velice rozmanité otazky:

e  Ktery vyrobek ma byt umistén na prvni strané reklamniho letaku,
aby prilakal co nejvice zakaznikd?“ pta se zaméstnanec firmy vyra-
béjici kosmetiku zodpovédny za tvorbu reklamnich letaki.

e Jak stanovit kritéria, kterd musi spliovat zadatel o hypotéku, tak,
aby hypotéka byla poskytovana pokud mozno jen tém klienttim, kteti
ji budou schopni bezproblémoveé splacet?“ pta se feditel banky.

e  Které tseky silnic jsou nejnebezpecnéjsi a bylo by dobré na to ridice
upozornit vystraznou ceduli?“ ptaji se dopravni policisté.

o  Ktery ze tfi dostupnych typi 1é¢by je nejvhodnéjsi pro pacienty
trpici uréitou nemoci?“ ptaji se vyzkumnici-lékari.

e  Ktera ze dvou riznych vyukovych metod matematiky je vhodnéjsi
pro talentované zadky na prvnim stupni ZS?“ pta se feditel gkoly.
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Kazda z téchto otazek s sebou vétSinou nese jesté mnoho dalsich ota-
zek a odpovédi nebyvaji jednoduché. VsSechny vyse uvedené priklady
maji jedno spolecné — k jejich zodpovézeni je tfeba hodné zkuSenosti.
Napftiklad skolni inspektor, ktery mél moznost pozorovat a porovnavat
vysledky zakt ucenych riznymi metodami, bude mit o vhodnosti metod
pro urcitou skupinu zak dobrou predstavu. Zkusenost vznika na zakladé
mnoha pozorovani, ktera si ¢lovék shrnuje do obecnych pravidel, napt.
»2Metoda H je lepsi pro vSechny zaky bez rozdilu.“ nebo ,Metoda H je
lepsi pouze pro zaky s vyssim IQ, pro ostatni je lepsi druhd metoda.®
Proces ziskavani zkuSenosti mizeme podpotit systematickym zazname-
navanim svych pozorovani — sbérem dat — a naslednou analjzou téchto
zdznami (dat) pomoci vhodnych statistickych metod. Snazime se vlastné
ve velké spousté nasbiranych dat najit jednoducha pravidla, ktera by po-
skytla odpovédi na nami kladené otazky.
Zapis na tabuli z této ¢asti je vyjadfen schématem:

otazky — data — analyzy — odpovédi

3. Priklad

Ukéazeme si, jak takova statisticka analyza muze vypadat. Z ¢asovych
davodt se omezime jen na opravdu jednoduché typy analyz. Pokud je to
jen trochu mozné, je dobré, aby studenti mohli vSe sami vyzkouset, coZ je
mozné, pokud se ukazkova hodina odehrava v pocitacové ucebné, kde je
k dispozici program Microsoft Excel (pfipadné podobny software). Excel
sice nepredstavuje $picku mezi softwarovymi nastroji pro analyzu dat,
ale zato je pro vétSinu studenti dostupny a mnozi jsou schopni ho velmi
dobfe pouzivat. Data spoleéné s nize popsanymi analyzami jsou k dispo-
zici na https://rozhledy. jcmf .cz/wp-content/uploads/fevl.x1lsx.
Studenti by v idedlnim ptipadé méli dostat k dispozici verzi obsahujici
pouze data.

3.1. Otazka, kterou si klademe

Nyni si ukdzeme pouziti statistiky na prikladu z oblasti lékafského vy-
zkumu. Dnes jiz vime mnoho o vlivu koufeni na lidské zdravi. Je témér
neuveéritelné, ze prvni presvédc¢ivé dukazy o tom, Ze koufeni zpusobuje
rakovinu plic, pfinesli az v 50. letech 20. stoleti Richard Doll a Tony
Bradford Hill [I], 2]. Diskuse o vlivu tzv. pasivniho koufeni na lidské
zdravi je aktudlni stale. Na konci 70. let 20. stoleti probihal jeden z prv-
nich vyzkumii na toto téma. Cést dat z této studie je k dispozici na webu
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¢asopisu Journal of Statistics Education!. Do studie byly zahrnuty déti
a mladez z rodin, v nichz alespoi jeden z rodi¢i byl kuiak. Cést z téchto
mladistvych uz sama méla zkusenost s koufenim (uvedli o sobé, ze koufi,
v dotazniku vyplnéném v nepfitomnosti rodi¢i). Otézka, kterou si tehdy
védci kladli, zni:

Maji déti/mladistvi, jejichZ otec ¢i matka kouri, horsi funkci plic, po-
kud sami kouti, neZ jejich vrstevnici ve stejné rodinné situaci, kteri vsak
sami nekouri?

Pfi snaze nalézt odpovéd na tuto otdzku pomoci analyzy vyse uvede-
nych dat se setkdvame s celou fadou problému popsanych v ¢lanku [3].
Nejprve je tfeba vysvétlit, jak vlastné zméfit ,,fungovani plic“. Jednim
ze zpusobi, jak to miZeme udélat, je pomoci tzv. spirometru. Tento
pfistroj umozni naptiklad zméfit objem vzduchu (vyjaddieny v litrech)
vydechnutého béhem prvni sekundy ,,usilovného“ vydechu. Tato veli¢ina
se oznacuje FEV1 (Forced Expiratory Volume). Ukézka dat je uvedena
v tabulce 1.

id veék wvyska (cm) pohlavi koufeni FEV1 (litry)

1 9 145 Z 0 1,708
2 8 171 Z 0 1,724
3 7 138 7 0 1,720
4 9 135 M 0 1,558
653 16 160 A 1 2,795
654 15 169 Z 0 3,211

Tabulka 1: ukazka analyzovanych dat

Sloupec id je identifika¢nim ¢islem jedince v této studii (celkem jich
je 654), sloupec vék obsahuje udaj o véku vyjadfeny v letech, vyska je
udavana v centimetrech, sloupec poklavi obsahuje budto symbol ,Z¢,
pokud jde o Zenu, nebo symbol ,M*“, pokud jde o muze. Ve sloupci
koufeni se vyskytuje jedna z hodnot 1 (pro kufdky) a 0 (pro nekutéky).
Veli¢ina v poslednim sloupci — FEV1 — nés zajima pfedevsim, je méfena
v litrech.

Dhttp://jse.amstat.org/jse_data_archive.htm
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3.2. Seznameni se s daty

Analyza témér kazdé datové sady by méla zacCinat popisnou statisti-
kou — jednoduchymi souhrny jednotlivych veli¢in v datech. U kvantita-
tivnich velicin, jako je vék, vyska ¢i FEV1, mizeme vypocitat primérné
hodnoty (v excelu pomoci piikazu PRUMER), u kvalitativnich velidin je
vhodnym souhrnem cetnostni tabulka, kterou v excelu mizeme ziskat
pomoci prikazu COUNTIF. Zjistime tak naptiklad, ze z 654 déti a mla-
distvych jich koufilo 65, tedy necelych 10 %. Zastavme se jesté na oka-
mzik u velic¢iny vék, jejiz povaha je kvantitativni (¢iselnd), avSak udéava-
nych hodnot je relativné mélo (vék je uvadén celoc¢iselng). Vék ucastniki
studie se pohyboval v rozmezi 3 az 19 let (s primérnou hodnotou pfi-
blizné 10 let). Detailngjsi piedstavu o vékovém slozeni skupiny tcastnikt
studie si mizeme udélat opét pomoci zjisténi cetnosti jednotlivych véko-
vych skupin (zjistime, Ze nejvice zastoupeny jsou vékové skupiny v roz-
mezi 8-11 let), jejichz hodnoty pak mtzeme graficky znézornit pomoci
sloupcového grafu, viz obr. 1.

Zastoupeni podle véku
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Obr. 1: Zastoupeni jednotlivych vé€kovych skupin mezi tcastniky studie

Je tfeba priznat, Zze tvorba této Cetnostni tabulky a nasledného grafu
by studentim zfejmé zabrala vice ¢asu, nez umoznuje pfedem stanoveny
Casovy ramec, a je proto dobré je pouze seznamit s pfedem pripravenym
vyslednym grafem. Pokud bychom analyze vénovali tieba dvé vyucovaci
hodiny, mohli bychom tvorbu grafu nechat na studentech.
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3.3. Prvni pokus o zodpovézeni otazky

Dali jsme si za cil zodpovédét otazku, ktera se tyka vztahu velicin
koufeni a FEV1. Zajima nés vlastné, jestli hodnoty veli¢iny FEV1 jsou
jiné pro kurdky nez pro nekuraky. Pokud maji pravdu ti, kteri tvrdi,
Ze koufeni skodi zdravi (a to je dnes pfevladajici ndzor), mohlo by se
to projevit tfeba zhorsenim fungovani plic, tedy ocekavali bychom nizsi
hodnoty veli¢iny FEV1 u kufakt nez u nekurakt. Je tomu opravdu tak?
Jak to zjistime? MuzZeme tfeba spocitat priumérnou hodnotu FEV1 pro
kufaky a primérnou hodnotu FEV1 pro nekufaky. Je nékolik zptsob1,
jak to udélat. Uzivatelé excelu vétsinou umi z dat vyfiltrovat jen urci-
tou Cast, pro niz pak mohou spocitat primér. Elegantnéjsim zptsobem
je vsak pouziti funkce AVERAGEIF. Pomoci ni snadno zjistime, Ze pri-
mérnd hodnota FEV1 pro kufdky je 3,28 litru, zatimco pro nekuiaky
jen 2,57 litru. To je ovSem vysledek opacény, nez bychom cekali! A zde je
prostor zeptat se prekvapenych studentd, jak si takovy vysledek vysvét-
luji. Mozné se zacnou poustét do spekulaci, jestli tedy koufenim vlastné
plice netrénujeme a nezvétSujeme tak jejich ,kapacitu“. Mozna si také
uvédomi, ze vétsi ¢i mensi hodnoty FEV1 v dusledku koufeni nutné ne-
znamenaji, Ze koufeni zpusobuje néjakou nemoc. Pro zjistény vysledek
vsak existuje jednoduché plausibilni vysvétleni — kapacita plic tzce sou-
visi s fyziologickymi rozméry ditéte, a tedy i s jeho vékem. Cim vétsi
(starsi) dité/mladistvy je, tim vétsi hodnotu FEV1 muZeme ocekavat.
Koureni se pfitom tyka spise starsich ucastnikt studie.

Nyni je taky patrné, jak opatrni musime byt pii formulaci otazky,
na kterou se ptame. Vratme se k ni jesté jednou. Zajiméa nas, zda maj?
déti/mladistvi, jejichZ otec ¢i matka kout, horsi fungovani plic, pokud
sami kouti, nez jejich vrstevnici ve stejné rodinné situaci, kteri vsak sami
nekouri? Kdybychom ve formulaci otdzky vynechali vyjadieni specifiku-
jici, ze jde o vrstevniky, tedy Ze chceme porovnavat kapacitu plic u stejné
starych kurakt a nekufak, dostali bychom sice spravnou, ale zcela zava-
déjici odpovéd, ze kufaci maji vétsi hodnoty FEV1 (vétsi kapacitu plic).
Poznamenejme jesté, ze z formulace otazky je také patrné to, ze nami
ucinéné zavéry se budou tykat pouze déti/mladistvych, jejichz otec ¢
matka koufi (o détech nekurdki nemame v datech zZadnou informaci).

3.4. Jak dojit k spravné odpovédi

Zatim jsme si ukazali, jak oSidné mohou byt zavéry, pokud si ana-
lyzu pfilis zjednodusime. Jak ale udé€lat analyzu spravné? Predevsim se
vratme k tvrzeni, Ze hodnoty FEV1 rostou s vékem ditéte/mladistvého.
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D4 se tato skutecnost néjak dolozit idaji v nami analyzovanych datech?
Pomoci bodového grafu, v némz x-ové souradnice jednotlivych bodt jsou
urceny vékem a y-ové soufadnice hodnotami FEV1 jednotlivych déti, mu-
zeme ukazat, ze u starSich déti jsou hodnoty FEV1 vskutku vyssi, viz
obr. 2.

Zavislost FEV1 na véku
y=0,222x +0,4316
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Obr. 2: Zéavislost hodnot FEV1 na véku

Otazkou je, jak tuto zavislost popsat. Omezime se na velmi jedno-
duchy model linearni zavislosti hodnot FEV1 na véku. Graficky si to
mizeme piedstavit tak, ze body prolozime pfimkou (viz obr. 2). Tuto
pfimku popiseme rovnici

y=ax+b,

kde y jsou ocekavané hodnoty FEV1 odpovidajici véku x. Parametry
pfimky a a b jsou pro nas neznamé, muzeme je vSak odhadnout z dat
(a to takzvanou metodou nejmensich étverctl, jejiz princip vSak neni
nutno nyni objastiovat). Odhady parametrt a a b zjistime v excelu tak,
ze klikneme na body v bodovém grafu pravym tlacitkem a zvolime moz-
nost P¥idat spojnici trendu. Ponechdme linedrni tvar trendu a za-
Skrtneme moznost Zobrazit rovnici v grafu. Tim ziskdme rovnici
pfimky s jiz konkrétnimi odhady parametrt a a b, kterda ma v nasem
ptipadé podobu
y = 0,22z + 0,43.

Vidime tedy, ze jeden rok vé€ku navic znamena v priméru pfiblizné
0 0,2 litru vétsi hodnoty FEV1.
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Je nanejvys dulezité nespokojit se jen s vypoc¢tem odhadu parame-
tra, ale vypoctené hodnoty také interpretovat tak, jako jsme to pravé
nyni udélali s hodnotou odhadu parametru a (0,22). Poznamenejme, 7ze
parametr b, jehoz hodnotu jsme odhadli na pfiblizné 0,43 (litru), mé
vyznam ocekivané hodnoty FEV1 pfi nulové hodnoté x, tedy ,,pfi naro-
zeni“. K této hodnoté bychom opravdu dospéli, kdybychom graf primky
»protahli“ tak, abychom nasli priseéik se svislou osou (z = 0). Excel
vykreslil jen ¢ast pfimky odpovidajici hodnotdm x v rozmezi, v némz
mame data v naSem souboru (3 az 19 let). Mozna je to dobra pfipo-
minka toho, ze bychom méli byt velmi opatrni pii ,extrapolaci“ nasich
zavérl mimo toto rozmezi, resp. ze bychom se takovychto extrapolaci
méli radéji vyvarovat — ve skutecnosti o hodnotach FEV1 pfi narozeni
nevime z nadmi analyzovanych dat vibec nic.

Parametry primky muzeme ziskat také pomoci funkce LINREGRESE
z nabidky excelu Vzorce — Vlozit funkci. Protoze jsou vystupem této
funkce dvé ¢isla — odhady parametri a a b, musime nejprve oznacit dvé
bunky, do kterych mé byt vysledek zapsan, poté vlozit vyse uvedenou
funkci LINREGRESE, kde za y dosazujeme hodnoty ze sloupce FEV1 a za x
hodnoty ze sloupce vék. Vlozeni funkce vSak potvrdime nikoliv obvyklym
zmacknutim klavesy Enter, ale zmacknutim klaves Ctrl+Shift+Enter,
které se pouziva v situaci, kdy vkladame vzorec do vicero bunék najed-
nou (v nasem pfipadé jsou dvé).

7 predchozich tvah je patrné, Ze pro spravné zodpovézeni nami polo-
zené otazky musime ve svych analyzach zohlediiovat nejen to, zda dany
jedinec kouri, ale také, jakého je véku. Nejjednodussi model predpoklada,
ze hodnoty FEV1 se u kuraki a nekuraku lisi o konstantu, ktera se s vé-
kem neméni, tedy ze zavislost FEV1 na véku je stejna u kurakia jako
u nekufaki. Tento model zapiSeme nasledovné:

y = ax + b, pro nekutiaky,

y = ax + ¢, pro kuraky.
Rozdil mezi stejné starymi nekurdky a kufaky je v tomto pripadé
(ax +b) — (ax+¢)=b—c,

nezavisi tedy na x (na véku). Smérnice pfimky udavajici zévislost FEV1
na véku je pro kutrdky stejnd jako pro nekutdky (je rovna a).
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Vyse uvedeny model miuzeme zapsat také nasledovné:
y=ax+ (c—0b)z+0b,

kde z je veli¢ina nabyvajici hodnoty 1 pro kufdky a 0 pro nekuiaky.
Hodnoty veli¢iny z mame v datech ve sloupci kouteni. Odhady para-
metri v tomto modelu (a, b a ¢ — b) ziskdme snadno opét pouZitim
funkce LINREGRESE. Protoze vSak mame parametry t¥i, musime oznacit
t¥1 buiiky, kam budeme vklddat vysledek. Jako pole x tentokrat ozna-
¢ime hodnoty ve sloupcich vék a koufeni. Nakonec opét nezapomeneme
potvrdit zadani kombinaci klaves Ctrl4-Shift+Enter.

Odhady parametri, které takto ziskdme, jsou 0,23 pro parametr a
(vysledek je tedy obdobny tomu, ktery jsme zjistili v pfedchozi analyze),
0,37 pro parametr b a —0,21 pro rozdil ¢ — b.

Odhadli jsme tedy, Ze pri porovndni déti/mladistvgch stejného véku,
jejichz rodice kouti, maji kurdci priblizne o 0,21 litru niZsi hodnoty
FEV1 nez nekurdci.

Tento vysledek odpovidd nasemu ocekavani negativniho vlivu koufeni
na fungovani plic. Ukazuje, Ze i v prostfedi, kdy jsou déti/mladistvi vy-
staveni pasivnimu koufeni, je funkce jejich plic zhorSena jejich vlastnim
koufenim.

Zde nasi kratkou exkurzi do svéta statistiky ukoncime. Moznd, Ze
v pribéhu hodiny vyvstanou dalsi otazky, kterymi by se bylo potieba
zabyvat. Statistika se zabyva tim, nakolik mtizeme jevy pozorované na
daném vzorku zobecnovat. K tomu je vsak zapotiebi ponékud delsiho
vykladu. . .
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