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MATEMATIKA

Geometrické dlikazy dloh variacniho poctu

Vojtech Kloud, Proni soukromé jazykové gymndzium v Hradci Krdlové

Abstrakt. V tomto ¢lanku budou rozebrany a vyfeSeny dva problémy vari-
acniho poctu s riznymi omezujicimi podminkami. Variacéni pocet je odvétvi
matematiky, které se zabyva vyhradné optimalizaci. Klasické metody variac-
niho pocétu ovSem vyzaduji znalost matematické analyzy, a proto je ¢lanek
zameéren pouze na problémy varia¢niho poctu s elegantnim geometrickym fe-
Senim.

1. Problém kralovny Dido

Roku 814 pf. n. 1. chtéla fénickd kralovna Dido na pobriezi severni
Afriky zalozit mésto Kartdgo. Taméjsi berbersky kral ji byl ale ocho-
ten prodat pouze tolik zemé, kolik bude schopna ohranicit ktzi z vola.
Finanéni naklady kralovnu, diky jejimu majetku, netizily. Volskou kuzi
tedy rozrezala na tenké prouzky o celkové délce L a jako prirozenou hra-
nici mésta pouzila pobfezi, které uvazujme dokonale rovné. Jaky tvar
musi mit mésto, aby jeho rozloha byla co nejvétsi?

more more

; S :
Sy pevnina 2 pevnina

Obr. 1: Problém kralovny Dido

Ukéazeme si znamé feSeni tohoto problému, které pochéazi od Svycar-
ského matematika Jakoba Steinera (1796-1863). Toto elegantni feSeni je
zaloZzeno pouze na nékolika geometrickych poznatcich [I].

Predpokladejme, zZe existuje ttvar, ktery mezi volskou kizi a pobfezim
uzavird nejvétsi mozny obsah. Nejdiive dokazeme, ze takovy ttvar musi
byt konvezniD).

D Utvar je konvexni, pokud pfima spojnice kazdé dvojice bodt v utvaru lezi cela
v utvaru.
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MATEMATIKA

Je-1li nekonvexni, pak existuji body A a B, jejichz celd spojnice lezi
mimo Gtvar. V tomto pfipadé muzeme ¢ast obvodu tutvaru mezi body
A, B zobrazit zrcadlové podle tsecky AB a ziskdme tak novy utvar,
ktery mé piavodni obvod, ale jeho obsah se zvétsil. Hledany utvar je
tedy konvexni.

Obr. 2: Zvétseni obsahu nekonvexniho Gtvaru

Body, kde se volska kuze dotyka pobirezi, oznacme A;, By. Kdekoliv na
kfivce zvolme bod C;. Protoze kiivka je konvexni, trojuhelnik A; B1Cy
lezi uvnitt atvaru. Obsah tohoto trojihelniku je

1 .

§|A101| . |ClBll + S 1, kde Y1 = |<IA10131|
Cast kiivky mezi body A; a C; pojmenujme M. Necht plocha ohrani¢ena,
kiivkou M a tseckou A;C; mé obsah Sy;. Cast kiivky mezi body C; a

B; pojmenujme N. Necht plocha ohrani¢ena k¥ivkou N a tseckou C1 By
mé obsah Sy. Obsah celého utvaru je tedy roven

1 .
SN + Sy + §|A101| - |C1By] - sin~s.

A, B,

Obr. 3: Obsah konvexniho atvaru

Sestrojme novy trojahelnik As;BoChy takovy, Ze |A1C1] = |A2Cs],
|C1B1| = |C2 Ba|. Necht mé trojtahelnik pravy thel pii vrcholu Cy. Obsah
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tohoto trojuhelniku je
1
§|A202| . |CQBQ|

Casti kiivky M a N pfipojime k trojuhelniku A;B»C,. Obsah nové
sestrojeného utvaru je pak

1
SNy + Sy + §|A202| . |C2BQ|.

Ay B,

Obr. 4: Obsah nové sestrojeného utvaru

Protoze sin-y; < 1 pro vSechna -1, pak
1 . 1
SN + Swa + §|A1C1| -|C1B1|-siny1 < Sy + Sm + §|A202| - |CaBa|.

Tedy obsah nové sestrojeného utvaru je vétsi nez obsah puvodniho utvaru,
nesviraji-li usecky A;C7 a C1B; thel 90°. V tomto pfipadé sin90° =1
a obsahy si jsou rovny.

Protoze bod C7 byl zvolen libovolné, pak aby byl obsah utvaru maxi-
malni, musi usecky A;C; a Cy B; svirat pravy thel pro vSechny body C
na kfivce. Vime, ze takova kfivka odpovida podle Thaletovy véty prave
kruznici. Aby tedy mélo mésto nejvétsi rozlohu, musi byt ve tvaru pul-
kruhu.

max

L

Obr. 5: Reseni problému kralovny Dido
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2. Problém s prekazkami

Nésledujicim problémem jsem ze zabyval v praci SOC. V ni jsem tento
a mnoho dalsich varia¢nich problému fesil metodami matematické ana-
lyzy, tedy za pouziti soufadnic, derivaci a integralt. Mate-li zdjem spise
o tento piistup, je ma prace dostupna v archivech SOC pro 41. roénik
pod nazvem ,Optimalizace délky k¥ivek v roviné* nebo v odkaze [2]. Zde
budu problém Fesit pouze syntetickou metodou (tedy bez soufadnic).

Mame dénu rovinu, v ni pocatecni a koneény bod a zadany néjaké
prekazky. Nasi otazkou je, jaka je nejkratsi cesta mezi pocateénim a
kone¢nym bodem, ktera se zaroven vyhne zadanym pifekazkam.

Reseni takovychto problémil je ndm obvykle na prvni pohled jasné,
napovidd nam ho intuice. Podobné jako u problému kralovny Dido, kde
byl intuitivné fesenim pravé pulkruh, nas zajimé matematicky dikaz
toho, Ze nasSe intuitivni feSeni je vskutku spravné.

2.1. Proni problém

Méjme v roviné danou prekazku, ktera je tvorena hypografe kon-
kévni funkce p Pocatecni bod A a koneény bod B lezi na kfivce p.
Intuice ndm napovida, Ze fesenim tohoto problému bude cesta pfimo po
prekazce. Toto tvrzeni si nyni dokazeme.

Obr. 6: Kfivka rizna od p v bodé C'

Tvrzeni dokazeme sporem. Nejdiive predpokladejme, Ze existuje fe-
Seni naseho problému. Déale predpokladejme, ze Ffesenim naseho problému
je kiivka nebo cesta, kterd alespori v jednom bodé C' nesplyne s kiivkou p.
V tomto pfipadé miuzeme bodem C' vést vertikalni pfimku. V bodé, kde
se tato pfimka protne s p, udélejme tecnu ke kfivce p.

2)
3)

Hypograf funkce p je mnozina vSech bodu, které lezi pod grafem p.

Prekéazka je tvofena konkavni funkci, ma tedy tvar ,kopce“. Samotnd piekazka,
jako utvar, je ovSem konvexni. Zde si musime dat pozor na rozliSeni pojmu konkavni
funkce, ¢i atvar a konvexni funkce, ¢i utvar.
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C

Obr. 7: Sestrojeni tecny k p

Nyni definujeme novou cestu ve tvaru: pavodni cesta—teéna—puavodni
cesta. Tato nova cesta je vyznacéena plnou ¢arou na obr. [Rl

Obr. 8: Nové definované cesta

Nové definovana cesta je urcité kratsi nez cesta puvodni, kterd méla
byt nejkratsi, coz je spor. Je-li tedy cesta né€kde rizné od p, pak neni
nejkratsi. Existuje-li tedy nejkratsi cesta, pak je to pravé cesta, kterd
splyvéa s kiivkou p.

V dikazu jsme pracovali s mnoha predpoklady, které jsme nedoka-
zali, jako je napiiklad fakt, Ze te¢na ke konkévni funkci lezi nad grafem
této funkce. Tato vlastnost vskutku vychazi z formdini definice konkavni
funkce a dikaz této vlastnosti je rozebran v praci [2]. Tam také dokazuji
netrivialni tvrzeni, jako je existence minima pro tento problém, a zfejmé
zjevné tvrzeni, ze nejkratsi spojnici dvou bodi v roviné je pravé tsecka.

2.2. Druhg problém k zamysleni

Méjme znovu danou prekazku hypografem konkavni funkce p a po-
¢atecni a konecny bod libovolné v roviné. Intuice ndm napovida, ze
nejkratsi krivkou bude kfivka ve tvaru: te¢na k prekazce, prochézejici
bodem A-prekazka—tecna k prekazce, prochazejici bodem B.

e Za jakych pfedpokladt nabyva nejkratsi kiivka praveé tohoto tvaru?
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e Reknéme, Ze jsou splnény viechny predpoklady, za kterjch existuje
kfivka v uvedeném tvaru. Dokazte, Ze se opravdu jedné o nejkratsi
kfivku.

e Existuji konfigurace, kde nejkratsi kiivka bude jiného tvaru?

Obr. 9: Druhy problém

3. Variaéni problém jako tloha pro ¢tenafe

Roku 1662 formuloval francouzsky matematik Pierre de Fermat prin-
cip, ktery fika, ze svétlo se v prostoru $iri tak, aby se z jednoho bodu do
druhého dostalo za co nejkratsi ¢as. Tomuto principu fikdme Fermattuv
princip [I].

Za pomoci Fermatova principu odvodte zdkon odrazu. Tedy ukaZte,
ze pri odrazu svétla, napiiklad od zrcadla, je tthel dopadu stejny jako
thel odrazu (a = B).

Obr. 10: Zakon odrazu
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