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MATEMATIKA

Vyzkousejte metodu Monte Carlo

Lubomira Dvordkovd, FJFI CVUT, Praha

Abstrakt. Stochastickd metoda Monte Carlo (tedy kombinujici pravdépo-
dobnost a statistiku) nachazi uplatnéni v mnoha oblastech: jaderna a ¢asticova
fyzika [4], termodynamika a statisticka fyzika [5], pfedpovéd pocasi, poéitacova
grafika, filmové efekty, financéni matematika. My si vysvétlime podstatu me-
tody a ukazeme nékteré jeji aplikace, pfiCemz si vysta¢ime se znalostmi stfedo-
skolské matematiky obohacenymi o pojmy nahodnd veli¢ina, stfedni hodnota
a rozptyl.

1. Historie

Popis historie metody ¢erpame z [3].

Metoda Monte Carlo byla formulovana ve 40. letech 20. stoleti a svého
vyuziti se dockala jesté v pribéhu druhé svétové valky. Jejimi zaklada-
teli byli S. Ulam a J. von Neumann, ktefi v té dobé pracovali v americké
Nérodni laboratofi Los Alamos, kde zkoumali chovani neutrond. Pte-
devsim je zajimalo, jaké mnoZstvi neutront projde riznymi materialy
(napt. nadrzi vody). Pres velké mnozstvi informaci nebylo mozné tento
problém vyftesit teoreticky ani prakticky. K vysledku dopomohla az me-
toda Monte Carlo, kdy se autofi nechali inspirovat hazardni hrou ruleta
(odtud také ndzev Monte Carlo). Bylo jim znamo, Ze k pohlceni neutronu
jinym atomem dojde v priblizné jednom ptipadu ze sta. Kazdé roztoceni
rulety by simulovalo pohyb neutronu. Pokud by se zastavila na dilku,
ktery znazornuje pohlceni neutronu, neutron by cestu neprosel. To by
se opakovalo vzdy tak dlouho, dokud by neutron nebyl pohlcen, nebo
dokud by tspésné neprosel celou cestu.

Ac je tento priklad velmi zjednoduseny, podstatu metody Monte Carlo
vystihuje. Simulace by byla pochopitelné velmi ¢asové naro¢na, pokud by
se skute¢né pokazdé tocilo ruletou. Autofi ale pracovali v dobé, kdy vyvoj
vypocetni techniky byl jiz v plném proudu, a proto pro tyto simulace
mohli pouzivat na dnesni dobu jednoduché pocitace, které dobu simulace
vyrazné zkratily.
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2. Nutné znalosti z pravdépodobnosti a statistiky

U ctenare predpokladame znalosti pravdépodobnosti a statistiky na
stfedoskolské trovni (jak jsou obsazeny naptiklad v ucebnici [I]). Vy-
budujeme nyni mirnou nadstavbu nad stfedoskolskymi znalostmi. Necht
) zna¢i mnozinu vSech moznych vysledktt nahodného pokusu. Nahodnd
velicina je funkce X : 2 — R, jejiz hodnota je jednoznacné urcena vysled-
kem nahodného pokusu. Ozna¢me mozné hodnoty X jako x1, s, ..., k.
Pravdépodobnostni funkce nahodné veliciny X je funkce p, ktera je de-
finovana jako p(z;) = P{w € Q | X(w) = x; ). Jde tedy o prav-
dépodobnost ndhodného jevu, Ze ndhodna veli¢ina nabyva hodnoty x;.
Stredni hodnota ndahodné veliciny X se vypocita jako

k
EX)= Z xip(x;)-

Zhruba feceno, stfedni hodnota ndhodné veli¢iny udava, jaky asi bude
prumeér ziskanych hodnot ndhodné veli¢iny pfi mnoha opakovanich na-
hodného pokusu.

Pro spolehlivy popis ndhodné veli¢iny potfebujeme znat nejen stredni
hodnotu, kolem které se jednotlivé hodnoty soustieduji, ale také védeét,
jak daleko se od tohoto stfedu rozptyluji. Rozptyl D(X) je definovan jako
stfedni hodnota kvadrati odchylek od stfedni hodnoty.

k
D(X) = (& — B(X))*p(z:) = Y aip(a:) — B(X)?,

i=1 i=1
Realizujeme-li N-krat ndhodny pokus a oznacéime-li X1, Xs,..., X rea-
lizované hodnoty ndhodné veli¢iny X (hodnoty se mohou opakovat), pak
vybérovy (aritmeticky) prameér

1 X
X:NZ;&

dobfe aproximuje stiedni hodnotu F(X) pro N dostateéné velké. Dob-
rym odhadem rozptylu je pak vgbérovy rozptyl

N
1 1 _
K= X=X =5 X2-X°.
i=1

Pouzivé se zkraceny zapis P(X = x;)

1
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3. Princip metody Monte Carlo

Hledame-li hodnotu néjaké veli¢iny, pak nastavaji néasledujici moz-
nosti.

e V nemnoha pfipadech zname explicitni pfedpis pro zkoumanou veli-
¢inu.

e V nékterych pfipadech zname algoritmus, ktery v konecné mnoha
krocich s dostate¢nou presnosti vypoc¢te hodnotu dané veli¢iny.

e Ve vétsiné pripadd nezname ani vzorec ani algoritmus. Pak je pro-
stor pro metodu Monte Carlo, kdy vytvafime nahodné pokusy tak,
aby se jejich vysledky s uspokojivou pravdépodobnosti blizily hledané
hodnoté. Casto lze hodnotu veli¢iny povazovat za pravdépodobnost
jistého ndhodného jevu nebo obecnéji za stfedni hodnotu E(X) né-
jaké ndhodné veli¢iny X. Jestlize vypocteme N nezavislych realizaci
X1, Xo,..., Xy ndhodné veli¢iny X, mtizeme odhadnout E(X) po-
moci aritmetického priméru X. Chyba |E(X) — X| je tmérna é&islu

\S/% (jde ovsem o pravdépodobnostni odhad chyby)

4. Vypocet Ludolfova éisla 7t

Urceni ¢isla T metodou Monte Carlo je vhodna motiva¢ni tloha. Pfed-
stavme si, Ze mame Gtverec o strané délky 2 se stfedem (0, 0), do néhoz
je vepsan kruh o poloméru 1. Pro jednoduchost se omezime na prvni
kvadrant, viz obr. [l

Zvolme ve ¢tverci ndhodné body, jejichz rozdéleni na plose ¢tverce je
rovnomérnéP] Pak pravdépodobnost P, ze takto nahodné zvoleny bod
padne do ¢tvrtkruhu je rovna podle geometrické definice pravdépodob-

. Setvorkra o ) .

nosti P = % = . Pii odhadu P budeme postupovat nasleduji-
maly &tverec

cim zpusobem. Generujeme 2N nahodnych ¢éisel Xq,..., Xy, Y1,..., YN

2)Tento odhad ziskame vyuzitim tzv. CebySevovy nerovnosti. Zvolime-li dostatecné

malé o a polozime € = D]\(,if) , pak dostaneme odhad P(|E(X)—X| < ¢) > 1—a. Pii
fixovaném « tedy s pravdépodobnosti 1 — « klesd chyba timérné %. A jelikoz

odhadem D(X) je s%, dostavame, Ze chyba |E(X) — X| je tmérné é&islu \S/—XN pro
dostatecné velké N.

3)Tento pojem je intuitivni, nechdme ho tedy bez ptesné definice, ktera by prekra-
Covala rdmec stfedoskolského studia.
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s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1)*) Dvojice (X;,Y;) pak
predstavuji souradnice ndhodnych bodu ve ¢tverci. Pomoci podminky
X24Y? < 1 zjistime, kolik bod lez{ ve ¢tvrtkruhu. Jejich pocet oznaéme
N’. Relativni éetnost Nwl pak bude odhadem P a pro ¢islo © dostdvame
odhad ™ = 4%' pro dostatecné velké N.

(0,0) (1,0)

Obr. 1: Ilustrace odhadu d¢isla =

Pro formulaci pomoci stfedni hodnoty definujeme ndhodnou veli¢inu Z,
ktera nabyva hodnoty 1, pokud (X,Y") lezi ve ¢tvrtkruhu, kde X, Y jsou
ndhodné veli¢iny rovnomérné rozdélené na intervalu (0,1), v opatném
pripadé nabyva hodnoty 0. Potom

E(Z)=1-P+0-(1—-P)=P.

Jejim odhadem je pravé relativni cetnost NW/ a odhadem rozptylu D(Z):

2
53 = E — E e(0 E
Z7 N N 4/
Jelikoz chyba odhadu klesad imérné %, chceme-li odhad pro © s pres-
nosti na pét desetinnych mist, musime provést fadové 10'° nahodnych
vybéri, proto tato metoda neni pro prakticky vypocet s velkou pres-

nosti pouzitelna.

V programu Matlab vypada skript pro odhad ¢isla © napft. takto:

4)Uspéch feSeni miize zaviset na volbé generatoru pseudonahodnych &isel (pfi podi-
tacovych simulacich nepracujeme se skuteéné ndhodnymi ¢isly ziskanymi z fyzikdlnich
procesi, ale s programy, které na zakladé néjakych predpisu davaji pseudondhodna
&isla). Uvahy o tomto problému jdou ale nad rdmec nasich aktualnich znalosti.
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cetnost=0; 7% cetnost vyskytu nahodnych bodu ve ctvrtkruhu
N=10% % pocet nahodnych bodu
for i=1:N

Xi=rand;

Yi=rand;

if Xi%2 + Yi%2 < 1

cetnost=cetnost+1;

end
end
odhadPi=4 * cetnost /N

Na zakladé teorie by mél program pfi tomto po¢tu ndhodnych bodi
odhadnout n s chybou mensi nez

D(Z) . 10sy
00IN VN

=0,0016

s pravdépodobnost{ vétsi nez 99 %. To je v dobrém souladu s vysledky
programu: pii 100 bézich jsme dostali odhady pro n v rozmezi 3,141 3 az
3,142 1, pficemz skutecna hodnota = je 3,14159...

5. Vypocet plochy pod grafem funkce

Méjme nezépornou funkei f na intervalu (a,b), kteréd je spojitd nebo
mé jen koneéné mnoho bodl nespojitosti (typu skok). Zajima nés ob-
sah S plochy pod grafem funkce. UkaZeme dva zpusoby vypoctu pomoci
metody Monte Carlo [2].

1. Uvazujeme nahodnou veli¢inu X s rovnomérnym rozdélenim na
intervalu (a,b) a ndhodnou veli¢inu Y danou vztahem Y = f(X). Pak
pro stfedni hodnotu veli¢iny Y plati E(Y) = %. Tomuto vztahu se d&
s nasimi znalostmi porozumét v pi¥ipadé, kdy f nabyva na (a,b) pouze

kone¢né mnoha hodnot y1,ys, ..., yr. Potom totiz plati
k
E(Y) = Z%P(yz)
i=1

Graf jedné takové funkce je na obr. 2. Véime, ze vztah E(Y) = % plati
i v pripadé, kdy f nabyva nekonec¢né mnoha hodnot.
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y3

y2

y1

0 1

Obr. 2: Ptiklad funkce s kone¢né mnoha skoky a koneénym oborem hodnot na
intervalu (0, 1)

St¥edni hodnotu E(Y') nahodné veli¢iny ¥ mizeme z druhé strany
odhadnout pomoci aritmetického prtiméru jejich nezavislych N reali-
zaciY = % Zi\;l f(X;), kde X7, Xo, ..., Xn jsou nezavislé realizace na-
hodné veli¢iny X, tj. jsou to ndhodnd ¢isla s rovhomérnym rozdélenim
na intervalu (a,b). Odhadem rozptylu D(Y) je

_%z_:

Pro obsah plochy tedy dostavame odhad

pro dostatecné velké N.

2. Druhéd metoda je zalozena na geometrické definici pravdépodob-
nosti. Postupujeme tedy analogicky jako pfi odhadu ¢isla n. Uvazujeme
obdélnik o stranach délky b—a a h, ktery obsahuje graf funkce f. Zvolme
v obdélniku ndhodné body, jejichz rozdéleni na plose obdélnika je rovno-
mérné. Pak pravdépodobnost, ze takto ndhodné zvoleny bod padne do
plochy pod grafem funkce f je rovna podle geometrické definice pravdé-
podobnosti P = ﬁ.

Pii vypoctu obsahu S budeme postupovat nasledujicim zpusobem.
Generujeme N ndhodnych ¢isel X; s rovnomérnym rozdélenim na in-
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tervalu (a,b) a posloupnost N ndhodnych ¢isel Y; s rovnomérnym roz-
délenim na intervalu (0, k). Dvojice (X;,Y;) pak pfedstavuji souradnice
ndhodnych bodt v obdélniku. Pomoci podminky Y; < f(X;) zjistime,
kolik bodt lezi pod grafem funkce f. Jejich podet ozna¢me N’. Rela-
tivni cetnost Nwl pak bude odhadem pravdépodobnosti P a pro obsah

dostdavame odhad ,

, N
§=(b-ah=

pro dostatecné velké N.

Pro formulaci pomoci stfedni hodnoty definujeme ndhodnou veli¢inu 7,
ktera nabyva hodnoty 1, pokud Y < f(X), kde X, Y jsou ndhodné veli-
¢iny s rovnomérnym rozdélenim na (a, b), resp. (0, h), v opa¢ném piipadé
nabyva hodnoty 0. Potom plati, ze E(Z) = P. Jejim odhadem je pravé
relativni ¢etnost Nwl Odhadem rozptylu D(Z) je

2
2 N (N
27N N

Lze ukazat, ze druha metoda ma vétsi nebo v optimalnim ptipadé
stejny rozptyl jako prvni metoda, a byva proto méné presna. V konkrét-
nich piikladech odhad chyby \S/YN, resp. s—\/Zﬁ pro ilustraci tohoto faktu
pocitame. Ovsem je tfeba mit na paméti, Ze pfi hodnoceni Gc¢innosti
metod je tfeba uvazovat i jejich ¢asovou naroc¢nost. Tim se miize pro

vvvvvv

Piiklad 1. Urdete obsah plochy pod grafem funkce f(z) = ¥z pro
x € (0,1), viz obr. Bl V programu dle své volby implementujte obé vyse
uvedené metody a porovnejte jejich chybu pro rostouci pocet realizaci N.

1. V programu Matlab vypada skript pfi pouziti prvni metody napf.

takto:

prumerY=0; % aritmeticky prumer Y

sY2=0; % vyberovy rozptyl

N=10%; % pocet nahodnych bodu

for i=1:N
Xi=rand;
Yi=nthroot (Xi,3); % dosadime Yi=v/Xi
prumerY=prumerY+(1/N)*Yi;
sY2=sY2+Yi%/N;

end

Ro¢nik 94 (2019), ¢islo 2 7
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odhadS=prumerY % odhad obsahu plochy pod grafem funkce
sY2=sY2—prumerY2 H

sY=sqrt(sY2);

err=sY/sqrt(N) % odhad chyby

T

Obr. 3: Graf funkce f(z) = ¢/z na intervalu (0,1)

2. V programu Matlab vypada skript pfi pouziti druhé metody napft.

takto:
cetnost=0; 7, cetnost vyskytu nahodnych bodu pod grafem funkce
sZ2=0; % vyberovy rozptyl
N=10%; % pocet nahodnych bodu
for i=1:N

Xi=rand; Yi=rand;

if Yi< nthroot(Xi,3)

cetnost=cetnost+1;

end
end
odhadS=cetnost/N % odhad obsahu plochy pod grafem funkce
sZQ=odhadS—odhadSz;
sZ=sqrt(sZ2);
err=sZ/sqrt(N) % odhad chyby

Ti, ktefi uz znaji pojem urcity integral, si mohou odhady ziskané
programy porovnat s presnou hodnotou
3

1
Sz/ Jrdr =
0 4

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Priklad 2. Urcete obsah plochy ohrani¢ené grafem funkce f(z) = S2.& g
osou z pro z € (0,1) a f(0) = 1. V programu podle své volby implemen-
tujte obé vyse uvedené metody a porovnejte jejich chybu pro rostouci
pocet realizaci N.

Skripty Matlabu budou vypadat podobné jako v ptikladu[Il, jen misto
¥/x dosadime v obou piipadech Sig”, tj. ve skriptu piSeme sin(Xi)/Xi
misto nthroot(Xi,3). Vysledek bude 0,946 s platnosti na tii desetinna
mista (pro N = 10®).

Tentokrat nemuzeme obsah plochy ziskat vy¢islenim integralu. Jde
totiz o funkci, kterd nemé primitivni funkci zapsatelnou pomoci elemen-

tarnich funkci, a neobejdeme se bez pouziti integrovani nekoneénych fad.

Pfiklad 3. Urcete obsah plochy ohranic¢ené spojitou kfivkou (obr. @)
2?4 (y— Va2)? = 1.

I v tomto pripadé lze pouzit druhou z vyse uvedenych metod. Vysledek
je 0,87 s platnosti na dvé desetinna mista.

-1.5 -1 05 0 05 1 15

Obr. 4: Graf kiivky z® + (y— \3/$2)2 -1

V programu Matlab vypada skript napf. takto:
cetnost = 0; % cetnost vyskytu nahodnych bodu uvnitr krivky
N = 108; % pocet nahodnych bodu
for i=1:N

Xi = -1.5 + 3*rand;

Yi = -1.5 + 3.5%rand;

if Xi? + (Yi-nthroot(Xi2%,3))2 < 1

Ro¢nik 94 (2019), ¢islo 2 9
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cetnost = cetnost + 1;
end
end
Soba = 3 * 3.5; % Obsah obdelnika
odhadS = (cetnost/N) * S, % odhad obsahu plochy
% ohranicene krivkou

6. Buffonova 1iloha

Tato historicka tloha muze rovnéz poslouzit k vypoc¢tu hodnoty ¢isla .
Navic ji lze provést jako experiment (napf. se zapalkami) o prestdvkach
ve tfidé nebo i v ramci celé ékoly

V roce 1773 Georges Louis Leclerc de Buffon popsal experiment, ktery
davé do souvislosti ¢islo © a ndhodné jevy. Pvodné byl problém formu-
lovany jako hra, kde dva hraci hazeli bagetou na podlahu. Vyhral ten,
jehoz bageta padla na ¢aru. Buffon si polozil otazku, jaky vliv na hru ma
délka bagety a vzdalenost ¢ar. Odpovéd nasel roku 1777. Zjednodusena
verze této hry spociva v hazeni jehly na rovinu, kde jsou narysované rov-
nobézky, a opakovanim takového experimentu lze ziskat odhad ¢isla .
Predpokladame, ze sousedni rovnobézky maji mezi sebou vzdalenost L
a délka jehly je ¢, pficemz ¢ < L (tedy jehla protne vzdy nejvyse jednu
pfimku). Predpokladdme, Ze d je vzdalenost stfedu jehly od nejblizsi rov-
nobézky a ¢ znaci thel, ktery svird jehla s touto rovnobézkou. Poloha
jehly je tedy dana soutadnicemi (d, ), kde 0 < d < % al0<p<mn Jak
si ¢tenar rozmysli, jehla protne rovnobézku, pokud d < % sin . PFiznivé
pripady jsou znazornéné na obr. [Bl vybarvenou ¢asti.

Obdélnik ABO® mé obsah S; = %n a vybarvend plocha ma obsah

Ty
Sy = / —sinpdp = 4.
0o 2

(Tento integral bud umime spod¢itat pfimo, nebo ho vyéislime pomoci
metody Monte Carlo jako obsah plochy pod grafem funkce %sinm na
intervalu (0, t).)
Pravdépodobnost, Ze jehla protne rovnobézku, je rovna
So 14 20
ST LTI

5)17. prosince 2013 jsme na Jaderce (FJFI CVUT v Praze) odhadovali Ludolfovo
¢islo © hazenim sirek po stole. Podivejte se, jak experiment dopadl a také proc¢ tak
dopadl na https://www.youtube.com/watch?v=zmHpm_tuvTg.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni


https://www.youtube.com/watch?v=zmHpm_tuvTg.

MATEMATIKA

L/2 T

£/2sin(p)

0 @

Obr. 5: Ilustrace pfipadu, kdy jehla protne primku

Pri praktickém pokusu muiizeme pro jednoduchost volit vzdalenost rov-
nobézek rovnu dvojndsobku délky jehly (nebo sirky apod.). Pravdépo-
dobnost je pak pfimo rovna % My ji odhadneme relativni ¢etnosti NW/,
kde N’ je pocet hodti, kdy jehla protla nékterou rovnobézku, a N je

pocet vSech hodt, pficemz N je tfeba volit dostatecné velké.
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