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MATEMATIKA

Redeni Glohy MO krajského kola kategorie C

Lubomira Dvordkovd, FJFI CVUT, Praha

Abstrakt. Nejen pro fesitele 68. roéniku matematické olympiddy je urcen
tento prispévek, v némz predstavime feseni 2. dlohy krajského kola katego-
rie C, které se konalo 2. 4. 2019. Kromé autorského feseni zvefejnime i dvé
velmi pékné studentska feseni. Nasli se i dalsi reSitelé, ktefi za tlohu ziskali
plny pocet bodu. Opravujici tlohy, autorka tohoto pfispévku, subjektivné vy-
hodnotila zde prezentovand FeSeni jako nejelegantnéjsi.

Uloha 2: Jaky je nejmensi mozny soucet étyi pfirozenych &isel takovych,
ze dvojice vytvorené z téchto Cisel maji nejvétsi spolecné délitele 2, 3,
4, 5, 6 a 9?7 Uvedte piiklad vyhovujici ¢tvefice s takovym soudtem a
zduvodnéte, pro¢ neexistuje vyhovujici ¢tvefice s mensim souctem.

(Tomas Jurik)
Autorské reseni

Dejme tomu, Ze mame Ctyfi ¢isla s pozadovanymi vlastnostmi. Protoze
praveé tii dvojice maji sudého nejvétsiho spoleéného délitele, jsou prave
tfi z nich sudé a jedno liché (nemohou byt vSechna sud4 a dvé sud4 jsou
na tfi sudé spoleéné délitele mélo). Oznaéme t¥i sudé ¢éisla a, b a c tak,
Ze pro jejich nejvétsi spolecné délitele s lichym éislem d plati (d,a) = 3,
(d,b) = 5, (d,¢) = 9. Odtud pak vychdzi, ze suda ¢isla a, b, ¢ jsou
postupné nasobky &isel 6, 10, 18 a &islo d je nutné nasobek 45. Cisla a,
¢ maji spoleéného délitele 6, takze nutné plati (a,c) = 6. Hodnoty (a, b)
a (b, ¢) jsou proto v n&jakém poradi ¢isla 2 a 4. Mame tak dvé moznosti:
Cisla a, b jsou nasobky 4. Potom ¢&isla a, b, ¢, d jsou postupné nasobky
¢isel 12, 20, 18, 45. Takovato vyhovujici ¢tvefice mé nejmensi soucet
12 4 20 + 18 4 45 = 95. Cisla b, ¢ jsou nasobky 4. Potom ¢&isla a, b, c,
d jsou postupné nasobky ¢isel 6,20, 36, 45. Takovato vyhovujici ¢tvefice
ma nejmensi soucet 6 + 20 + 36 + 45 = 107. Nejmensi mozny soucet je
tudiz 95, ¢emuz odpovida Ctvetice 12, 20, 18, 45.

Reseni Filipa Olivera Klimoszka z Gymnézia Jana Keplera

1. Jestlize maji mit dané dvojice nejvétsi spolecné délitele 2, 3, 4, 5, 6,
9, musi mit vzdy dané dvojice spolecné ¢asti prvociselného rozkladu
2,3,2-2,5,2-3, 33 a nic jiného.
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2. Oznacme si hledana ¢tyfi prirozena cisla a, b, ¢, d.

3. Pfi blizsim zkoumaéani pozadovanych prvociselnych rozkladu zjistime,
7e budeme ,rozdélovat® prvocisla 2, 3 a 5. Utvofime si proto tabulku:
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Obr. 1: Tabulka, kam dopliiujeme pocet vyskytt prvocisel 2, 3, 5 v prvoci-
selnych rozkladech ¢isel a, b, ¢, d

Vime, ze dvé ¢isla musi mit spolecnou ¢ast 2 - 2. Necht jsou to bez

1jmy na obecnosti ¢isla a a b.

Musime vytvofit spole¢nou ¢ast prvociselného rozkladu néjakych

dvou d¢isel rovnou dvéma. Nemuzeme dat 2 do kazdého disla, pak

by neslo vytvorit nejvétsi spoleény délitel 9. Zaroven nelze pouzit

znova dvojici a, b, proto do jednoho z ¢isel ¢, d dame jednu dvojku.

Do druhého nedame zadnou.

Obdobné budeme rozdélovat ¢islo 3. Zde vime, Ze jedno z ¢isel, které

bude obsahovat 3 - 3 je d, protoze jinak by nebylo mozné vytvorit

deélitele 9. (V ¢islech a, b i ¢ je vzdy alespoii jedna dvojka.) Zaroven

vime, Ze ¢isla a a b nemohou obsahovat obé zaroveri trojku. (Jinak

by neméla nejvétsi spoleény délitel 4). Necht bez Gjmy na obecnosti

a neobsahuje 3.

Cislo a je zatim schopno mit nejvétsiho spole¢ného délitele rovného

Gtyfem s b a rovného dvéma s c. Ale potfebuje jesté jiného nejvét-

siho spole¢ného délitele s dalsim ¢islem. Jedind moznost je délitel 5

s ¢islem d. Zadné dalsi pétky uz neni zapotiebi.

Jiz znédme ¢islo a = 20 a d = 45. Nyni mame dvé moznosti:

(a) Cislo b bude obsahovat 3 -3 a ¢islo ¢ bude obsahovat 3, pak
b=36ac=6.

(b) Cislo b bude obsahovat 3 a ¢islo ¢ bude obsahovat 3 - 3, pak
b=12ac=18.

Jelikoz 36 4+ 6 > 12+ 18, pouzijeme pro vypocet nejmensiho souctu

b=12ac=18.

4. Vyhovujici ¢tvetice je 12, 18, 20, 45 a jeji soucet je 95.
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Reseni Martina Dedka z Mensa gymnéazia

Reseni Martina Dedka je velmi podobné autorskému feseni. Navic ale
vhodné vyuziva zakresleni situace do grafu.

Jelikoz nékter! NSD (nejvétsi spolecni délitelé) jsou liché disla, ne-
mohou byt vSechna hledand ¢isla suda. Tudiz jedno ¢islo je urcité liché,
ozna¢me ho b. A zbyld tii ¢isla? Mdme 3 sudé NSD a s lichym cis-
lem nelze mit NSD sudého. Tudiz zbyla tii ¢isla jsou suda. Mezi dvéma
sudymi Cisly je NSD také sudy, takze b ma NSD s ostatnimi ¢isly liché
(doplnime 3, 5, 9 do obréazku).
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Obr. 2: Graf, kde vrcholy jsou hledana ¢isla a hrany jsou oznaceny NSD pri-
slusnych dvojic vrchol

Jelikoz hledame ¢isla s minimalnim souétem, je b rovno nejmensimu
spoleénému nasobku svych déliteld 3, 5, 9, tj. b = 45. Cislo a je délitelné 3
a je sudé a Cislo ¢ je délitelné 9 a je sudé. Nutné tedy NSD(a,c) = 6.
Nyni uz jen zjistime, zda a + ¢ je v&tsi pro moznost, kdy NSD(a, d) = 2
a NSD(d, ¢) = 4, nebo NSD(a,d) = 4 a NSD(d, ¢) = 2.
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Obr. 3: Dvé mozné ¢tverice zakreslené do grafu spolu s odpovidajicimi NSD
Nejmensi mozny soucet je 95, a to pro ¢isla 12, 18, 20, 45.
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