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MATEMATIKA

Linedrni optimalizace

Petr Zahradnik

Abstrakt. Linearni optimalizace hraje v oboru matematické informatiky
velmi vyznamnou roli. Jeji jednoduché formulace, deterministicka Fesitelnost
a prokazatelna optimalita ji pfedurcuji k Siroké aplikaci napfi¢ vSsemi obory
naseho kazdodenniho Zivota. Prestoze se miize tato disciplina zdat kompliko-
vanou, pro jeji pochopeni staci stfedoskolska matematika a trochu prostorové
predstavivosti. Aniz bychom se poustéli do slozitych vét a dikazl, ziskdme
néhled do teorie i praktického vyuziti.

1. VSude samé problémy

Z4dna oblast matematiky se neobejde bez motivace k jejimu vzniku.
Ani linedrni optimalizace neni vyjimkou, praktické vyuziti celou disci-
plinu hnalo kupfedu. Z mnoha pfikladi mtzeme vybrat napiiklad fizeni
vyroby v tovarné, pridélovani zakazek Fidicim taxi, stavbu ropovodi,
svoz odpadu na skladku, tvorbu rozvrhu, zefektiviiovani integrovaného
zachranného systému, skladani jidelnicku. .. Zkratka pfikladi je nepie-
berné a béhem ¢teni tohoto ¢lanku vas jisté napadnou mnohé dalsi. My
vSak za¢neme ponékud jednoduseji:

Priklad. Zahradnik Petr by rad vysadil ovocné stromy: jabloné a hrusné.
Jablon stoji 100 penéz, hrusen 300 penéz, nicméné z hrusné dostane za-
hradnik dvakrat vétsi drodu. Kolik kterych stromtt ma Petr vysadit,
pokud mé na zahradce misto pro 7 stromi, jeho rozpocet je 1300 penéz
a rad by ziskal co mozna nejvétsi arodu?

Reseni neni tézké uhodnout, zkusme se ale zamyslet nad obecnymi
postupy feseni. Oba stromy zabiraji jedno misto na zahradce, hrusen je
v8ak dvakrat vynosnéjsi, je vSak také t¥ikrat drazsi. Kdyz nakoupime co
nejvice stromi jednoho druhu, brzy narazime na jedno z téchto omezeni a
pritom zustane rezerva v druhém omezeni. Zda se tedy, Ze je nutné najit
néjakou stredni cestu, kterd vyvazi obé kritéria a maximalizuje vynos.

Zkusme tedy nejprve nakoupit 7 jabloni. Tim jsme zcela zaplnili za-
hradku, zbyly nam ale néjaké penize. Mizeme tedy vymeénit 3 jabloné za
3 hrusné. Tim vycerpame misto i penize a mame vyhrano. Pokud zkusime
opacny postup, nakoupime nejprve 4 hrusné. Za zbylou sto-bankovku
dokoupime jednu jablon. Nyni mizeme opét vyménovat pouze jednim
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smérem — misto hrusné zasadime jablon a tim uSetfime dvé sté penéz.
To je ale presné tolik, kolik potfebujeme na doplnéni zahrady jablonémi.

V obou prfipadech jsme dosli ke stejnému feseni — 4 jabloné a 3 hrusné.
Ekvivalent vynosu je 10 a je maximalni mozny. Pro dtkaz, Ze je feseni
spravné, pouzijeme jednoduchy geometricky nahled. Nejprve ale trocha
znaceni. Pocet jabloni oznacime j, pocet hrusni h. Podminku pro misto
na zahradce zapiSeme jako j + h < 7, podminku pro penize potom
jako 1005 + 300~ < 1300. Maximalizovat se snazime funkci ve tvaru
Z = j + 2h. To ndm dohromady dava obvyklou formulaci problému z li-
nearni optimalizace, tzv. kanonicky tvar:

maximalizovat Z = j + 2h,
pokud plati j + h <7

a zaroven 1005 + 300~ < 1300,
j, h jsou nezdporné.

Vsechny podminky a vlastné i cilova funkce jsou linearni ve dvou pro-
ménnych, mizeme si je proto zobrazit jako pfimky a poloroviny v kar-
tézské soustavé soufadnic. Maximalizovand funkce potom urcuje smér,
ve kterém hodnota feseni roste:
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Obr. 1: Grafické znazornéni rovnic podminek a jejich prusecika
2. Konvexni skakani
Vidime, ze nam vznikly ¢tyfi priseciky, a soufadnice kazdého prii-

seciku vlastné oznacuji kombinaci poc¢tu nakoupenych jabloni a hrusni.
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Pokud dokazeme po prusecicich skdkat, dojdeme k nejlepsimu feSeni.
Oznac¢me oblast vymezenou podminkami a soufadnicovymi osami jako
oblast reseni. Kazdy bod z oblasti feseni je tedy platnym fesenim, k hle-
dani optimalniho feseni se ndm budou hodit t¥i pozorovani:

1. Oblast feSeni je konvexni mnohothelnik. To vyplyva z toho, Ze se
vlastné jedna o prunik polorovin.

2. Nejvzdalenéjsim bodem oblasti feseni v kazdém sméru je vrchol. Pro
dtikaz vezméme libovolnou stranu mnohotuhelnika. Pokud je kolma na
hledany smér, pak jsou vSechny jeji body (a tedy i oba vrcholy) stejné
vzdalené. Pokud kolma neni, potom je jeden z vrcholid vzdalenéjsi nez
vSechny jeji ostatni body, nebot vzdalenost bodt je linearni, a tedy
monoténni. Jelikoz je mnohothelnik konvexni, je extrémni bod pravé
jeden nebo praveé jedna cela strana.

3. Do nejvzdalenéjsiho vrcholu se umime dostat pomoci skokd po sou-
sednich vrcholech. Skokem rozumime presun z néjakého vrcholu do
sousedniho vzddalenéjsiho vrcholu. Af uz zacneme kdekoli, miZeme
skakat po obvodu mnohotihelnika a stale se v daném sméru vzdalovat
pravé do chvile, nez skonéime v optiméalnim vrcholu (takové vrcholy
mohou byt nejvyse dva). Kdybychom po cesté k tomuto vrcholu mu-
seli skocit dozadu v daném sméru, nebyl by mnohothelnik konvexni.

Pokud tedy znadme oblast feSeni a pruseciky na jejim obvodu, mizeme
je proskékat az k optimalnimu vrcholu. A to je pfesné to, co jsme udélali
v ukézkovém piikladé!

....... i+h<T7
=== 1005 + 300~ < 1300
—> smér maximalizace

Pocet hrusni h

Pocet jabloni j

Obr. 2: Grafické znazornéni tlohy s vyznacenymi skoky po prusecicich
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MizZeme si jednoduse rozmyslet, Zze tento postup funguje i pro pro-
blémy s vice proménnymi a vice podminkami. Jenom se nam pak z 2D
oblasti feSeni stane konvexni mnohodimenzionalni mnohostén. V anglic-
tiné se pouziva vyraz simplex, proto byl algoritmus pojmenovan Simplex
algorithm. Jeho tvircem je americky matematik minulého stoleti George
Bernard Dantzig [2]. Stejné tak miiZzeme misto maximalizace minimali-
zovat, pokud Feseni posuzujeme napiiklad podle trestnych bodu ¢i ztrat

zisku.

Obr. 3: Grafické znazornéni simplexového algoritmu ve 3D

Predstava skakani po vrcholech je vyborné pro nahlédnuti, nicméné ne
zrovna matematicky korektni. Jak se hledaji priseciky? Které prusecéiky
lezi na obvodu oblasti feSeni? Pokud mame vice moZnosti, kterym smé-
rem skoc¢it? Co kdyz tloha nema4 feSeni? Co kdyZ ma tloha feSeni v ne-
kone¢nu? Pro odpovéd na tyto otazky je nutné zavést formalné spravny
algoritmus tak, jak to kdysi udélal Dantzig [1J.

On si totiz v§iml, Zze pokud budeme uvazovat o seznamu podminek
jako o soustavé linearnich rovnic, skok do vrcholu odpovida Gaussové
eliminaci jedné proménné. Pokud postupné vyeliminujeme vSechny pro-
ménné, skon¢ime v optimalnim vrcholu. Podrobnéjsi popis presahuje roz-
sah tohoto ¢lanku, v literature i na internetu je vsak mnohokrat popsan.
Jelikoz se az na drobné tpravy jedna o klasické stredoskolské feseni sou-
stavy, je algoritmus hledani feseni velmi rychly a jednoduchy, v primeér-
ném piipadé bézi kvadraticky dlouho vzhledem k poctu proménnych a
podminek [7].
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3. Polynomialné ¢i nepolynomialné?

Mame tedy k dispozici velmi mocny nastroj pro feseni linedrni op-
timalizace a zdaleka ne jediny, podobnych algoritmt je hned nékolik.
Metoda vnitinich bodi (angl. Interior-point method) [4] nebo Metoda
elipsoidi (angl. Ellipsoid method) [5] jsou jen nékteré z nich. V ¢em
je tedy hacek? Ti bystfejsi z vas si jisté vsimli bodu o soufadnicich 0
a 1—3? na pfedchozich obréazcich. Prestoze je matematicky zcela v poradku
nakupovat stromy po tfetinach, zahradnik by nas za takové feseni nepo-
chvélil. Pokud napiiklad zvysSime rozpocet na 1400 penéz, je optimalni
nakoupit od kazdého druhu t¥i a pil stromu. Zkuste si promyslet, jak
nase feseni opravit.

Mozna vas napadly ruzné zpusoby Feseni zaokrouhlit nebo prohledat
nejblizsi celociselné body. Musim vas vSak zklamat. Neexistuje zadny
jednozna¢ny postup, jak obecné opravit redlné feseni na celociselné. Jed-

noduchym ptikladem budiz obr. [t

" . — 3z+y<1
,, rpalne maximum | 10z +y < 23

e Z=21+4y

celo¢iselné maximum

Obr. 4: Grafické znazornéni mozné vzdalenosti celoCiselného a realného ma-
xima. Zatimco redlné maximum v bodé (1,69;6,08) je Z = 9,46, hledané celo-
¢iselné maximum Z = 7 je az v bodé (2;3).

Problém hleddni celociselného feseni (angl. Integer linear program-
ming, ILP) je tak sloZzity, Ze jej neumime Fesit efektivné. Formalné fe-
¢eno asymptoticky odhad doby stravené deterministickym feSenim roste
exponencialné vzhledem k poc¢tu proménnych. Pro takovéto problémy se
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ujalo oznaceni tiida slozitosti NP, aby se odlisily od problémi, jejichz
slozitost umime odhadnout polynomem (mnohoclenem) zavislym na po-
¢tu proménnych. Pokud tedy mame problém velkého rozsahu (mnoho
proménnych a podminek), algoritmy z tfidy NP budou zpravidla mno-
hem pomalejsi a odhad vypocetni doby presahuje stafi vesmiru. Neni
vsak tfeba hézet flintu do zita, i nepolynomialni algoritmus mize s vel-
kou pravdépodobnosti nalézt feseni béhem nékolika sekund. Pojdme si
jeden takovy ukazat.

4. Rezba

S jednou z prvnich metod feSeni ILP pfisli panové A. H. Land a
A. Doig uz v roce 1960 [6]. Jeji ndzev Metoda vétvi a mezi (angl. Branch
and bound method) je naprosto vypovidajici. Pro tuto metodu je dile-
zité, abychom uméli hledat realné Teseni, tfeba pravé simplexovou me-
todou. Po vyfeSeni vybereme libovolnou necelo¢iselnou proménnou a
rozvétvime problém na dva pripady zaokrouhlenim proménné nahoru
a dolq, jak ilustruje obr.

Obr. 5: Prohledavaci strom vytvoreny metodou vétvi a mezi. Celoc¢iselné feseni
je zde nalezeno jiz po vétveni na prvni proménné a neni tfeba dale vétvit

Vétveni na proménné z; = k je formalné vlastné pridani podminky
x; < | k] resp. x; > [k]. Takova podminka vyfizne z oblasti feSeni pas ne-
celociselnych bodi. Je jasné, ze takto mizeme postupné vétvit na vSech n
proménnych a ziskat feseni v ¢ase 2. ReSeni ale mfizeme zrychlit pomoci
tzv. mezi. Vime, Ze celd c¢isla jsou podmnozinou realnych ¢isel. Pokud
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tedy tloha nemd realné feSeni, pak nemd ani celociselné feseni. Nebo
pokud je realné feseni horsi nez nejlepsi doposud nalezené, celociselné
nemuze byt lepsi. Timto zpiusobem muzeme prohledavani vétsiny vétvi
zastavit uz velmi brzy a uSetfit si spoustu prace. Jedna se sice o heuris-
ticky postup (tedy ne obecné platny), pro vétsinu problémi vsak velmi
rychly.

Tento pomérné jednoduchy napad stoji spolecné s Chvdtalovymi—Go-
moryovymi Tezy a heuristikou Branch and price v zakladu téméf vsech
ILP algoritmn.

5. Binarni nesplnitelnost

Existuje jedna skupina problémi, které maji osud jesté krutéjsi. Jedna
se o bindrni linedrni optimalizaci (angl. Binary linear programming —
BIP), problémy, jejichZ proménné mohou nabyvat pouze hodnot 0 a 1.
Tato uloha je zapsdna na slavném Karpové seznamu 21 NP-tplnych pro-
blém [3]. To je seznam problém z t¥idy slozitosti NP, které umime mezi
sebou prevadét, zadny vsak neumime fesit v polynomidlnim case. Kdo
vytesi jeden problém, vytesi vSechny. Neni vsak jasné, zda efektivni algo-
ritmus existuje, nebo existovat nemtize. Za vyfeSeni této otazky (zndmé
jako P vs NP) je slibeno mnoho finan¢nich ocenéni a vééna slava.

Nezbyva nam tedy nic jiného nez spokojit se s feSenim v nejhiife ex-
ponencidlnim Case a hledat heuristiky (postupy rychle hledajici nekom-
pletni nebo nepfesnd feSeni) a metaheuristiky (postupy hledajici pouze
dostatecné dobré feseni). Casto ndm napifklad staéi pouze lokalni ma-
ximum (¢ minimum), napfiklad pokud je nasim cilem pouze pfekonat
néjakou mez nebo splnit alesponn polovinu podminek. Vyzkum na poli
linearni optimalizace stale pokracuje kupredu a moznost fesit i rozsahlé
problémy (¥adové tisice proménnych a miliony podminek) se stavd do-
stupnou.
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Kratky pribéh o obecném tvaru Pythagorovy véty

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstrakt. This article presents the following simple property of a gene-
ral triangle ABC: Let D be an arbitrary point and Ao, By, Co the feet of
the perpendiculars from D on the (possibly extended) sides BC, CA, AB,
respectively. Then

|ACo|* + |BAo|> + |CBo|* = |CoB|* + |AoC|* + | Bo A

This statement is a proper generalization of the Pythagorean theorem. Sur-
prisingly, it does not appear in textbooks or other publications.

Dobfi ucitelé veédi, ze kazda hodina matematiky by meéla byt zaji-
mavym a pritazlivym ptfibéhem. To plati pro vyuku vSeobecné, ale pro
takovy pristup pomysiné matematické zahady polidstuje a tim jakékoliv
obavy, ¢i dokonce strach z tohoto pfedmétu zmirniuje. Ano, kazdé zaji-
mava matematickd historka sdélena s pohlazenim, ismévem a nadSenim
zahani strasaka symbold a zbyte¢ného biflovani.

Dnesnim tkolem je odhalit tajemstvi tohoto tvrzeni:

V roviné wvaZujeme trojihelnik ABC a libovolny bod D. Necht Ag
je pata kolmice z bodu D na primku uréenou vrcholy B a C, By pata
kolmice z bodu D na pFimku uréenou vrcholy C a A a Cy pata kolmice
z bodu D na primku urcenou vrcholy A a B. Potom

|ACo” + [BAo|* + |CBo|* = [CoB|* + |AoC|* + | BoAJ>. (*)
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