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Kratky pribéh o obecném tvaru Pythagorovy véty

Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu

Abstrakt. This article presents the following simple property of a gene-
ral triangle ABC: Let D be an arbitrary point and Ao, By, Co the feet of
the perpendiculars from D on the (possibly extended) sides BC, CA, AB,
respectively. Then

|ACo|* + |BAo|> + |CBo|* = |CoB|* + |AoC|* + | Bo A

This statement is a proper generalization of the Pythagorean theorem. Sur-
prisingly, it does not appear in textbooks or other publications.

Dobfi ucitelé veédi, ze kazda hodina matematiky by meéla byt zaji-
mavym a pritazlivym ptfibéhem. To plati pro vyuku vSeobecné, ale pro
takovy pristup pomysiné matematické zahady polidstuje a tim jakékoliv
obavy, ¢i dokonce strach z tohoto pfedmétu zmirniuje. Ano, kazdé zaji-
mava matematickd historka sdélena s pohlazenim, ismévem a nadSenim
zahani strasaka symbold a zbyte¢ného biflovani.

Dnesnim tkolem je odhalit tajemstvi tohoto tvrzeni:

V roviné wvaZujeme trojihelnik ABC a libovolny bod D. Necht Ag
je pata kolmice z bodu D na primku uréenou vrcholy B a C, By pata
kolmice z bodu D na pFimku uréenou vrcholy C a A a Cy pata kolmice
z bodu D na primku urcenou vrcholy A a B. Potom

|ACo” + [BAo|* + |CBo|* = [CoB|* + |AoC|* + | BoAJ>. (*)
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Pripad, kdy bod D lezi uvnitf ostrothlého trojuhelniku ABC, je zna-
zornén na obr. 1. Takovy obréazek si snadno zapamatujeme, ¢tverce nad
prislusnymi tiseckami jsou jednoduse oznaceny fimskymi ¢islicemi I, II,
III, IV, V a VL.

Obecnéjsi volbu trojihelniku ABC' a bodu D vidime na obr. 2. Vy-
sledné ¢tverce se zde mohou celkem libovolné prekryvat. Dulezitou je
zcela specidlni volba bodu D, kdy tento bod splyva s jednim z vrcholt

trojuhelniku. Tu uvidime nize na obr. 3, ktery zobrazuje situaci, kdy
D = A.

Obsah (I 4 III + V) = Obsah (II + IV 4 VI)

Obr. 1

Pythagoras ze Samu 7il kolem roku 500 pf. n. 1. Keramické tabulky
YBC 7289 v babylonské sbirce university Yale a Plimpton 322 ve sbirce
university Columbia ukazuji, Ze tvrzeni Pythagorovy véty byla zndma
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v Babylonii uz v letech 1800-1600 pt. n. 1. Néktefi historikové se domni-
vaji, ze Pythagoras mohl znat dikaz tohoto tvrzeni alespon pro rovno-
ramenny pravouhly trojihelnik (takovy dikaz byl zndm Baudhayanovi
v Indii kolem roku 600 pf. n. 1.).

Obsah (I 4 III + V) = Obsah (II + IV 4 VI)
Obr. 2

Dukaz Pythagorovy véty je obsaZen v Zakladech Euklida z Alexandrie
(7il kolem roku 300 p¥. n. 1.). Zaklady obsahuji dva dikazy tohoto tvrzeni,
ale ani jednou neni v Zakladech zadné jméno osobnosti s timto tvrzenim
spojeno, tj. ani jméno Pythagorovo. Bartel van der Waerden (1903-1996)
cituje ve své knize Science Awakening [5] historika Ottu Neugebauera
(1899-1990) takto: Méli bychom korektné nazgvat ,babylonskymi® Fadu
véct, které ndm veckd tradice predlozZila jako ,pythagorské”.
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Poznamenejme, 7e Johannes Kepler (1571-1630) povazoval Pythago-
rovu vétu za jeden z dvou skvostid geometrie; druhym skvostem byl pro
néj zlaty rez.

Jak jsme uz poznamenali dfive, dilezitou je zcela specidlni volba
bodu D, kdy tento bod splyva s jednim z vrcholu trojuhelniku. Obr. 3
zobrazuje situaci, kdy D = A. To je pfipad, ktery se v ucebnicich vse-
obecné popisuje uzitim goniometrické funkce kosinus ve tvaru tzv. véty
kosinove.

Obsah (II 4+ IV)=Obsah (III 4 V)

Obr. 3

Piepis obr. 3 je snadny, sta¢i uzit definice kosinu: ac = bcos [ ACB]:

DPoznamenejme, ze ve francouzskych udebnicich je tato véta nazyvana vétou
Al-Kashiho (1380-1429).
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Rovnost ¢ + a2, = a% + b? prepiseme do tvaru

A =a% +ai +b* 2% =

= (ap + ac)2 +b% - 2ac(ap + ac) = a? + b — 2aa¢ =
=a® + b* — 2abcos |X ACB].
Poznamenejme, ze je velmi uzitecné (a dileZité) si uvédomit, ze ko-
sinovou vétu lze téz jednoduse vyjadrit jako vlastnost rovnobézniku:
Strany a, b a dhlopticky u, v kaZdého rovnobézniku splriuji
w42 =2 (a2 + b2). (%)

Dtkaz je snadny. Oznacime-li thly rovnobézniku feckymi pismeny «
a B =7 — a, uzitim kosinové véty mame u? = a? + b2 — 2abcosa a

v2 = a? +b% — 2abcos S = a? + b + 2abcos a. Seftenim téchto rovnosti
dostavame ihned (xx).

V piipadé, Ze trojahelnik je pravouhly (s pravym thlem p¥i vrcholu C),
2

dostévame jednoduché tvrzeni ¢ = a® + b2, vSeobecné nazyvané Pytha-

gorovou vétou (obr. 4).

¢? = Obsah (I1)=0bsah (ITT + V) = a* + b*
Obr. 4
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Velmi téZce bychom hledali nékoho, kdo se ve $kole nesetkal a nepa-
matuje se na Pythagorovu vétu. Vyjadfeme ji nyni v presnéjsi formulaci:

Trojihelnik ABC o strandch a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB| md pri
vrcholu C pravy thel prdvé tehdy, kdyz a® + b? = c2.

Tato formulace tedy obsahuje dvé tvrzeni. Jedno matematicky zcela
ziejmé, ale pro aplikace dtlezité: Jestlize délky stran trojahelnika spliuji
rovnost a? + b% = c2, je trojthelnik pravothly. Matematicky je to pouhé
vyjadreni faktu, ze délky stran urcuji jednozna¢né trojthelnik.

Podstatné je druhé tvrzeni: V pravouhlém trojuhelniku plati mezi
stranami vztah a? + b2 = ¢2. Dnes existuje nékolik set dfikaz® tohoto
hym vyjadienim zfejmého faktu, ze trojihelniky ABC, CBP a ACP na
obr. 4 (kde P je patou vysky z vrcholu C) jsou podobné (maji stejné
uhly). Tedy

a |PB|
c a ¢ b’

b |AP]

odkud
a®> +b* = c(|AP| + |PB|) = .

Velmi zndmy je téz ¢insky ditkaz, ktery je nékdy pfisuzovan Pythagorovi.
Dtikaz je ocividny z obr. 5. Vhodné vyuziva rovnosti

b
a+b)2=a+02+4%.
2

Al b C1

2 =a%+b?
Obr. 5
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Nyni uz pouze zbyva dokazat nase vychozi tvrzeni. S poukazem na
obr. 1 vyuzijme Pythagorovu vétu, kterou jsme pravé dokazali, k vyjad-
feni ¢tverct |AD|?, |BD|? a |CD|?:

|AC|? + |CoD|? = |ABo|? + | BoD|?,
|BAo|? + |AoD|? = |BCo|? + |CoD|?,
|CBo|? + | BoD|? = |CAg|? + | Ao D|?.

Sectenim a porovnanim téchto rovnosti dostdvame pozadovanou rov-
nost ().

Pribéh Pythagorovy véty zakonc¢eme obecnou poznamkou. Nase ivahy
a vipoéty nevyzadovaly, aby body A, B, C, D lezely v roviné. Uvodni
tvrzeni se tyka prostorového ctyisténu ABCD:

V prostoru jsou ddny ¢tyri zcela libovolné (ne nutné rizné) body A,
B, C, D. Necht Ay je pata kolmice z bodu D na pFimku uréenou body B
a C (Ag = B kdyz B = C) a podobné By a Cy jsou paty kolmic z bodu
D na primky uréen€ body C, A a A, B. Potom

|ACo|? 4+ |BAo|* + |CBy|* = |CoB|* + [AeC|* + | BoA|*.

Dodatek. Pythagorové vété je vénovano velké mnozstvi publikaci vseho
druhu, od stati a knih tento predmét popularizujicich po prace ryze vé-
decké. Mnohé nalezneme na internetu. Vétsina z nich jsou pouhé prepisy
a upravy predchozich prezentaci [3]. Z nedévnych seridznich publikaci
pfipometime zevrubnou studii E. Maora [4]. Je pozoruhodné, Ze v zadné
z téchto publikaci nenalezneme jednoduché kofeny Pythagorovy véty vy-
svétlené v této kratké stati. Pravé naopak, tyto pfirozené formulace pro
obecny trojuhelnik jsou Casto zakryty formulacemi pouZivajicimi goni-
ometrické funkce. Vyjimkou je nedavny ¢lanek [I] v casopise Pokroky
matematiky, fyziky a astronomie a ¢lanek [2] v Casopise The College
Mathematics Journal.

A nakonec se pfesvédéte, Ze jste tvrzeni (x) zndzornénému na obr. 1
porozuméli. Dokazte zobecnéni tohoto tvrzeni pro libovolny n-thelnik:
V prostoru uvazujeme libovolny n-idhelnik A1 As - - - A, a libovolny bod H.
Necht By je pata kolmice z bodu H na primku urcenou vrcholy Ay a Agyq
prol <t <mn-—1 a B, pata kolmice z bodu H na primku uréenou vrcholy
A, a Ai. Potom

Z |AtBt|2 = Z |BtAt+1|2, kde An+1 = Al.
t=1

t=1
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Pomutze vam ilustrace tohoto 7-thelniku?
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