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Nambova mechanika v dynamice atmostéry

Zuzana Prochdzkovd, Petr Sdcha

Abstrakt. Nambova mechanika je zobecnénim mechaniky hamiltonovské dovolujici vyuzit dalsi
zachovavajici se veliciny stejnym zptisobem jako hamiltonian. V nasledujicim clanku predsta-
vime jeji formalismus a ukazeme konkrétni tvar rovnic pro volny setrvacnik, dvojrozmérné
nestlacitelné proudéni a pro model mélké vody. V zavéru pak zminime, k ¢emu se formalismus
pouziva.

Od osmnactého stoleti fyzikové studuji nové zplisoby formulace klasické mechaniky.
Tyto alternativni metody jsou uzitecné pro feseni problému v mechanice, a navic
umoznuji zobecnéni do jinych odvétvi fyziky. Nejcastéji pouzivanou formulaci je ha-
miltonovskd mechanika, ktera k popisu mechanického systému pouziva jednu skaldrni
veli¢inu odpovidajici celkové energii: hamiltonidn. Nicméné hamiltonovska mechanika
miuze byt pouzita pouze na systémy se sudym poc¢tem stupni volnosti, protoze je
zalozena na dvojicich souradnic a hybnosti jednotlivych bodu. Dalsi nevyhodou je,
7e bilinearni zobrazeni pouzivané pro popis muze byt v nékterych pripadech singu-
larni.

V clanku [7] japonsky fyzik Jéi¢iré Nambu zobecnil hamiltonovskou fyziku tak, aby
byly dalsi zdkony zachovani obsazeny ve formalismu stejnym zptisobem jako zakon za-
chovani celkové energie. Pro ilustraci pouzil formalismus k vyjadieni Eulerovych rovnic
pro otaceni tuhého télesa. Tato diskrétni formulace mechaniky byla déle v ¢lanku [8]
zobecnéna na polni popis, ¢imz bylo umoznéno jeji pouziti v mechanice kontinua.

Od té doby byl Nambiiv formalismus tspésné aplikovan na nékteré, rizné slozité,
problémy dynamiky kontinua. Studium pouziti Nambova formalismu pro potreby po-
pisu déju v atmosfére se zacalo rozvijet pocatkem tohoto tisicileti a jednd se o stale zivy
smeér vyzkumu. Nambuv tvar byl jiz odvozen napriklad pro tyto teoretické modely déju
v atmosféfe: V préci [2] jsou do Nambova tvaru pievedeny rovnice pro Rayleighovu—
Bénardovu konvekci, které popisuji konvektivni pohyb tekutiny zptisobeny rozdilem
teplot, bez disipace i s disipaci. Clanek [9] obsahuje Nambiv tvar pro kvazigeostro-
fické rovnice a pro rovnice mélké vody s vice vrstvami neménné hustoty. V ¢lanku [11]
jsou do Nambova tvaru preformulovany pohybové rovnice pro dvou- a tiidimenzionalni
proudéni v Boussinesqové aproximaci, predpokladajici, ze hustota je konstantni az na
clen odpovidajici vztlakové sile. Déle jsou zde odvozeny ridici rovnice pro elektricky vo-
divé tekutiny v Nambové tvaru. Popis atmosférickych déji Nambovym formalismem
je uziteény ke konstrukci numerickych schémat implicitné splinujicich zakony zacho-
vani a poskytuje také novy nahled pro hlubsi studium pusobicich mechanismi a jejich
interakce.
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UK, V Holesovickach 747/2, 18000 Praha 8, e-mail: zuza.proch@gmail.com,
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V tomto ¢lanku demonstrujeme odvozeni Nambova tvaru rovnic pro volny setrvac-
nik, nestlacitelné proudéni ve dvou dimenzich a pro ilustraci uvedeme i Nambtv tvar
rovnic mélké vody. Vychézime pritom z bakaldiské prace [10].

1. Hamiltonovska mechanika

Bézné pouzivanou formulaci mechaniky je hamiltonovska mechanika, ze které Nam-
bova mechanika vychézi, a proto zde jeji hlavni myslenky zopakujeme.

Systém je v Hamiltonové mechanice popisovan pomoci jedné skaldrni funkce H,
hamiltonidanu, predstavujici celkovou energii systému. Hamiltonian je tradi¢né defino-
van jako funkce zobecnénych souradnic ¢; a veli¢in zobecnujicich hybnosti p;, tvoricich
tzv. fazovy prostor. Casovy vyvoj se pak dé zapsat ve tvaru

d¢? OH

= = 1
= (1a)
dpj OH
- = 1
dt ¢ (1b)

Tyto rovnice se nazyvaji Hamiltonovy kanonické rovnice. Casovou derivaci libovolné
funkce f je pak mozné zapsat v jednoduchém tvaru

af of
E—{faH}‘F % (2)

kde {-, -} je Poissonova zdvorka definovand vztahem

-y ﬁ@@ﬁ)
{f’g};<5qj op;  0q; Op; )

Klicové tvrzeni v klasické statistické a hamiltonovské mechanice je Liouvillova véta.
Rik4, Ze pokud hamiltonidn nezavisi na ¢ase, je objem fazového prostoru podél viech
trajektorii konstantni. Kazdy stav mechanického systému mtize byt popsan jako bod
ve fazovém prostoru tvoreném zobecnénymi souradnicemi a hybnostmi. Symbolem p
oznac¢ime pravdépodobnost, ze se systém nachézi v urcitém objemu fazového prostoru,
definovanou jako p = N/Vy. N je s Casem neménny pocet systémil, které zabiraji ve fa-
zovém prostoru objem Vj. Pro odvozeni Liouvillovy véty vyjdeme z rovnice kontinuity
pro p:

op B
E—FV-(;)V)—O, (3)
rychlost v bodu ve fazovém prostoru je pro tiirozmérny prostor 6 N-slozkovy vektor
obsahujici casové derivace zobecnénych souradnic a hybnosti. Rozderivovanim druhého
¢lenu a vyuzitim Hamiltonovych rovnic (1) je mozné tuto rovnici upravit do tvaru

Idp
9P~ _{p HY.
5 {p, H}
Porovnanim s rovnici (2) tedy dostaneme dp/dt = 0. Z rovnice kontinuity (3) vyplyva
_Op _Op dp
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a Liouvilliv teorém je tedy mozné formulovat podminkou

V-v=0. (4)

2. Nambova mechanika

V pritkopnické praci 7] je zobecnéna hamiltonovskd mechanika tak, aby novy forma-
lismus implicitné obsahoval Liouvilliv teorém. Tento takzvany Nambuv formalismus
miize, na rozdil od hamiltonovského formalismu, popsat i systémy s fazovym prostorem
s lichou dimenzi. Je zalozen na nahrazeni bilinedrni Poissonovy zavorky multilinedrni
Nambovou zavorkou. Zatimco v hamiltonovské formulaci je ¢asovy vyvoj uréen pomoci
Poissonovy zavorky s hamiltonidnem, formulace pomoci Nambovy zavorky zahrnuje
také dalsi zachovavajici se veli¢iny. V Nambové popisu je pak zachovani téchto veli¢in
zaruceno diky pozadavku na antisymetrii Nambovy zavorky.

Nejprve budeme uvazovat fdzovy prostor generovany trojici souradnic r = (z, y, 2)
a dvéma funkcemi H a G, které predstavuji hamiltonidny. Nambu [7] definuje Hamil-
tonovy rovnice analogicky k rovnicim (1) takto:

dr  0(H, G)
dat Ay, 2) (52)
dy  0(H, G)
At~ Az, x) (5b)
dz  0(H,G)
T 0wy (5¢)

Symbol d(A, B)/0(a, b) oznacuje jakobidn dvojice funkci A a B vzhledem k promén-
nym a a b, tedy

0(A,B) 0A0B 0AOB

Db ~dadb Db a’
Rovnice (5) mohou byt ekvivalentné vyjadieny ve vektorovém tvaru

dr =VH x VG.
dt

Casovy vyvoj libovolné funkce F(z, y, z) je pak dan pomoci rovnice

dF _OEH.G) _ Gp (vH % VG) = {F, H,G} | (6)

dt oz, y, 2)
coz je pouzito jako definice Nambovy zavorky tak, aby byla rovnice analogickd k ¢a-
sovému vyvoji v hamiltonovské fyzice (2) pro funkci explicitné nezdvisejici na case:
dF/dt = {F, H}. Takto definovanid Nambova zdvorka je antisymetricka ve vSech sloz-
kéch. Z dosazeni funkce H nebo G za F do rovnice (6) je zfejmé, Ze jsou tyto veli¢iny ve
fazovém prostoru zachovavany, protoze diky antisymetrii je Nambova zavorka se dvéma
stejnymi argumenty rovna nule. Prinik ploch konstantniho H a konstantniho G ve fa-
zovém prostoru urcuje trajektorii ¢asového vyvoje systému. Diky konstrukci zavorky

plati
dr
Y m =V-(VH xVG)=0
a Liouvillova véta (4) je tedy splnéna piimo z definice.
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Hamiltonovy rovnice (5) a rovnici (6) pro ¢asovy vyvoj funkce je mozné déle zo-
becnit do n-dimenzionalniho fazového prostoru jako

dIi 8H1 8H2 8Hn,1
= Eis R s
dt J;l gh-.1 Ox; Oz, ox;

E o a(Fa H17H27 cee 7Hn—l)
dt O(x1, xay .. ., Ty) '

Eijk...1 je n-dimenziondlni Levi-Civitiv symbol: &;;r..; = 0, pokud jsou alesponl dva
indexy z mnoziny {4, j, . . ., [} stejné, &jk..1 = 1, pokud posloupnost indexti odpovidd
sudé permutaci posloupnosti 1, 2, . . ., n. Pro liché permulace je &1 = —1.

Ve 3n-dimenziondlnim fazovém prostoru popsaném pomoci trojic souradnic r,, je
mozné rovnici (6) vyjadfit pomoc{ vztahu

dF ZaFHG Z{FHG}n "

I’nv yn7 Z’n,

Splnéni Liouvillova teorému muze byt také dosazeno zobecnénim rovnice (6) jako

WX Ty = S G, ®)

kde (H;, G;) je dand mnoZina funkci. V tomto pfipadé ale nejsou funkce H; a G; obecné
¢asové invariantni. Nambova zavorka definovana vztahem (6) a suma zavorek (7) se
nazyvaji Nambova zdvorka prvniho druhu, zatimco tvar Nambovych zavorek (8) se
nazyva Nambova zdvorka druhého druhu [11].

3. Otaceni tuhého télesa

Pouziti formalismu nejprve ukazeme na prikladu volného setrvacniku [7]. Kinetickou
energii setrvacniku je mozné zapsat jako soucet kinetickych energii v hlavnich smérech
setrvacniku, ve kterych uvazujeme momenty setrvacnosti I, I, a I, a tthlové rychlosti
Wy, Wy & w,. Protoze chceme tuto veli¢inu pouzit v rovnici (5), oznacime ji

1

Za funkci H v rovnici (5) budeme volit veli¢inu odpovidajici velikosti momentu hyb-
nosti

1
H = §(L§+L§+L§). (9)

Pro bezsilovy setrvac¢nik je z druhé impulsové véty moment hybnosti konstantni a jeho
slozky je mozné zvolit za nehybné souradnice popisujici fazovy prostor. Funkci G
s vyuzitim vztahu L; = Ljw; pro jednotlivé slozky proto prepiSseme tak, aby zavisela
na slozkdch momentu hybnosti:

G*l L? L2 L?
=3 ﬂ#‘z#‘z .
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Diky tomu, ze neuvazujeme vnéjsi sily ani jiné zdroje disipace energie, se veliciny H
i G zachovavajf a je mozné je pro Nambovu formulaci pouzit. Z pohybovych rovnic (5)
pak s vyuzitim L., L, a L, misto x, y a z vyplyva

dL, — 8_H§_8_H§:L &—L ﬂ
dt 8Ly oL, oL, 8Ly yIz * Iy7
dL, _ OH 0G _OH 0G _ | L. | L.
dt oL, 0L, 0L, OL. ZII * I’
dL. — Q_HE_B_HEZL ﬂ_L ﬁ
dt oL, 8Ly 8Ly oL, N I, Y 1,

Po zpétném dosazeni za slozky momentu hybnosti ze vztaht L; = I;w; tedy dostaneme
standardni Eulerovy rovnice pro volny setrvacnik

dw,

mw = wywz (Iy — Iz) s
dw

yd—ty = WaWg (Iz _Im) 5
dw,

4. Nestlacitelné proudéni

Jako prvni ilustrativni pfipad z mechaniky kontinua odvodime Nambuv tvar pro rov-
nice nestlacitelného proudéni ve dvou dimenzich. Proudéni bez vnéjsich sil a bez zdroje
tepla je fizeno rovnici vorticity ve tvaru

¢ B

kde ¢ je vorticita a x proudova funkce. J znadi jakobian; J(f, g) = (0f/0x) (Dg/dy)—
—(0g/0x) (0f /Dy) pro kazdé dvé funkce f a g. Vorticita proudéni se slozkami rychlosti
u a v je definovana vztahem

_Ov Ou

4_%_8_@

Protoze je proudéni nestlacitelné a rychlost mé tedy na zékladé rovnice kontinuity
nulovou divergenci, rychlost proudéni je mozné vyjadrit pomoci jedné skalarni veliciny,
proudové funkce, jako

ox ox
- v = —.
oy’ Ox
Proudova funkce je tedy propojena s vorticitou pomoci vztahu
((z,y, 1) = V2x.

Hamiltonian systému je dan rovnici
1 2
H[ = 5 [IVx]” dz dy; (11)
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dalsi zachovavajici se veli¢inou pro dvojdimenziondlni nestlacitelné proudéni je enstro-
fie vyjadiujici miru vitivosti rychlostniho pole

2q) = ;5 [¢azay, (12)

Protoze se jednd o spojité prostredi, misto vektoru zobecnénych souradnic a hybnosti
potfebujeme funkci, ktera je definovana v kazdém bodé a popisuje uvazovany systém,
v tomto piipadé vorticitu ¢. Hamiltonidn (11) a enstrofie (12) jsou tedy funkciondly
vorticity.

Stejné tak misto parcidlnich derivaci podle souradnic nebo hybnosti musime po-
uzivat funkcionalni derivace. Funkcionalni derivaci funkcionalu F podle funkce u ozna-
¢ujeme §.F /du. Pro jeji zavedeni definujeme variaci funkciondlu F|u] vztahem

0F[u] := Flu + du] — Flu]

pro libovolné posunuti du uvnit¥ defini¢cniho oboru funkcionalu F. Funkciondlni deri-
vace muze byt nyni definovana pomoci Taylorova rozvoje jako

SF[u) = (%, (5u) +0(6u?),

kde (-, -) je skaldrni soucin néleZejici prostoru funkce u. Pro vektorovou funkci u
uvazujeme skalarni soucin jako integral z eukleidovského skaldrniho soucinu.

K prevodu ridici rovnice (10) do Nambova tvaru je nutné urcit funkcionalni derivace
hamiltonidnu a enstrofie podle vorticity. Pfi vhodnych okrajovych podminkach plati:

oH = /Vx-(Sdexdy: —/x§V2xdxdy: —/x(SCdxdy
oH __

5( - X?

0Z

o C

Ridici rovnici (10) je tedy mozné piepsat do tvaru

o _ (o

=

52:/(5(dxdy =

coz je zobecnéni Hamiltonovy rovnice v tzv. symplektickém tvaru. Casovy vyvoj libo-
volného funkcionalu F je potom dédn pomoci rovnice

AF _ [8F (02 SH
5 ¢

dat ) ¢
coz je v souladu s definici (6) pouzito jako definice Nambovy zévorky pro dvojdimen-
zionalni nestlacitelné proudéni. Takto definovana zavorka je zjevné trilinearni a anti-
symetricka v kazdych dvou slozkach.

) dz dy = {F, Z, H}ap,
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5. Model mélké vody

Model mélké vody popisuje dynamiku tekutin s volnou hladinou nebo se skokovou zmé-
nou hustoty mezi vrstvami vystavenymi zemské rotaci. Predpoklada se, ze tekutina je
dostatecné meélka, aby bylo mozné povazovat rychlost ve svislém sméru za konstantni.
Na obrazku 1 je zobrazeno jednorozmérné proudéni. Pro dvé rozhrani A a B na po-
zicich x a x 4+ dz jsou zde vyznaceny vysky vodnich sloupct h a h 4+ dh a rychlosti
pohybu ¢astic na rozhrani u a v + du.

h+dh

h ,\
\_/ u ——

A B
X x+dx X

Obr. 1. Jednodimenzionalni model mélké vody

V préci [10] je na zékladé ¢lanku [3] prezentovana metoda odvozeni Nambova tvaru
rovnic pro rovnice mélké vody, ovSem se zobecnénim na zachovavani potencidlnich
enstrofii n-tého radu Z,, definovanych vztahem

1
Zy=—— [hg*™ dxd
51, ) e dedy,

které se v uvazovaném modelu mélké vody zachovévaji [12]. Potencidlni vorticita ¢
je definovana na zakladé Coriolisova parametru f, vorticity ¢ a vysky hladiny A jako
qa=(f+¢/h

Metoda odvozeni Nambova tvaru vychazi pouze ze zadkont zachovani energie a po-
tencidlni enstrofie, které jsou rozepsany pomoci velic¢in vorticity rychlosti ¢, divergence
rychlosti p a vysky hladiny h. S vyuzitim diferencidlnich forem a samoadjungovaného
operatoru je mozné takto dojit k rovnicim

¢
E = {Cv Z’nv H}C# =+ {C? ZO? H}uCCv
o
% {1y 20y Hycp + {205 Hipce + {1, Hpns
oh
- 1h
6t { 7H}#h7
kde vystupuji Nambovy zavorky {-, -, -}¢u a {-, -, -}ucc @ Poissonova zévorka {-, -} 5.

Tyto zavorky jsou urcené az na multiplikativni konstantu a odpovidaji postupné dy-
namice viri, interakci mezi vifivymi a divergentnimi slozkami a gravita¢nim vlnam.
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6. Vyuziti formalismu

Od roku 1993, kdy Névir a Blender zobecnili Nambovu mechaniku pro aplikace v geo-
fyzikalni dynamice kontinua, je v této oblasti stéle zivy, i kdyz nijak masovy, zdkladni
teoreticky vyzkum. Nambova formulace se ukazuje byt velmi uzite¢na pro konstrukci
sofistikovanych numerickych metod dynamiky tekutin. Napiiklad ve studiich [12] a [13]
jsou diskretizovany rovnice mélké vody v Nambové tvaru. Snaha je zachovat antisy-
metrické vlastnosti Nambovy formulace. Vyhodou takovych schémat je, Zze nemusi byt
singularni, ani kdyz schémata odvozena z hamiltonovské formulace néjaké singularity
maji. Schémata ziskand z Nambova tvaru ve studii [13] jsou stabilni na dkor vypo-
Cetni slozitosti. Naopak moznost pouziti v nehydrostatickych modelech se ukazuje jako
omezend [4], protoze nehydrostatické stlacitelné rovnice je obtizné prevést do Nam-
bova tvaru. Potiebuji totiz ve formulaci helicitu jako zachovavajici se veli¢inu, prestoze
helicita se zachovava pouze pro nestlacitelné proudéni.

Dalsi aktivni oblast vyzkumu, ve které se pouziva Nambtv formalismus, je dy-
namickd a kinematickd analyza modeli bodovych vird. Tento pristup byl nedavno
pouzit v élanku [6] ke studiu atmosférického blokovani nebo v ¢lanku [1] v teoretickém
vyzkumu zhrouceni systému ti{ bodovych viru.

V kapitole 5 jsme naznacili, ze Nambuv formalismus vyjasnuje hierarchii vztahu
mezi jednotlivymi procesy v systému. Neni tedy prilis prekvapivy rostouci zdjem o po-
uziti metod symetrie také v atmosférické dynamice nebo obecnéji teoretické meteoro-
logii. Specificky typ popisu nazyvany energy-vorticity theory vede k definici veliciny
dynamic state index, ktera predstavuje novy parametr indikujici pritomnost nestacio-
narnich, diabatickych nebo disipativnich procesu v atmosfére. Stejny princip urcovani
odchylek od obecného staciondrniho feseni primitivnich rovnic je pouzit také v me-
todice aktivnich vétru [5]. Velkou vyhodou téchto postupt je to, Ze je pomoci nich
mozné obejit prostorové a casové prumérovani, které je jinak nutné pro linerizaci rov-
nic a separaci perturbaci od pozadi.

Podékovani. Autoti dékuji doc. RNDr. Antoninu Slavikovi, Ph.D., za podnétné
komentare. Clanek byl podporen Ceskou fyzikalni spolecnosti.
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