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MATEMATIKA

Od retézovky k Cislu 7

Ludék Spichal, Ustav matematiky a statistiky, MU, Brno

Abstrakt. Clanek se zabyva alternativnim zptsobem vypoétu piiblizné hod-
noty ¢isla . Tuto hodnotu ziskdme aproximaci z plochy obrazce omezeného

grafem funkce, kterd poc¢ita harmonicky primér hodnot exponencialnich funkci

e® ae " aosoux.

Cislo m, které je patrné nejznaméjsi matematickou konstantou, pouta
pozornost matematiki od starovéku az po soucasnost. Konec konci,
ktera dalsi konstanta si vyslouzila sice neoficidlni, pfesto fadou fanouskut
éisla 7 oslavovany den. Obdobné dulezitou, i kdyZ patrné méné znamou
konstantou je Eulerovo ¢islo e.

Zamérem c¢lanku je poukazat na moznost vypoctu hodnoty ¢isla 7 po-
stupem zalozenym na aproximaci plochy omezené grafem vhodné funkce.
K vypoctu pouzijeme fetézovku, krivku zndmou zejména v oblasti sta-
vitelstvi (napf. samonosné klenby, lana visutych mostt), jejiz rovnice
vychazi z aritmetického primeéru hodnot funkci e* a e™®. Harmonicky
prumeér hodnot uvedenych funkci nas déle privede ke kiivce, ktera ome-
zuje plochu, kterou budeme aproximovat pomoci lichobéznikt. Postup-
nou zménou délky intervalu pouzitého pro aproximaci ukazeme, ze veli-
kost plochy se priblizuje ¢islu 7. Na zavér jako doplnék uvedeme moznost
provedeni vypoctu pomoci softwaru SAS/STAT.

V ¢lanku nebudeme zminovat historii zkoumani ¢isla 7 a tradiéni me-
tody jeho vypoctu, nebot toto je podrobné popsino v ¢lanku Terezy
Bértlové ,Piibéh jedné konstanty* (publikovan také v tomto éisle ¢a-
sopisu), naopak kratce zminime vlastnosti druhé zminéné konstanty, tj.
Eulerova ¢isla e.

Eulerovo éislo
S Eulerovym c¢islem se studenti stfednich skol setkaji poprvé v sou-
vislosti s logaritmy, kde ¢islo
e = 2,718 281 828 459 045 235 360 287471 352.. . .,

které je podobné jako ¢islo 7 ¢islem iraciondlnim, vystupuje v roli zdkladu
prirozengch logam’tmfl Ve stiedoskolské matematice ovsem mnoho pro-

DKonstanta byla pojmenovana po §vycarském matematikovi Leonhardu Eulerovi
(1707-1783), ackoliv byla objevena jiz roku 1683 rovnéz Svycarskym matematikem

Roénik 95 (2020), &islo 2 1



MATEMATIKA

storu tato dilezitd konstanta nenalézi. Uvedme proto alespoil nékteré

dalsi aspekty cisla e, které by mély byt srozumitelné i v pripadé, Ze jsme

neprosli kurzy vyssi matematiky.

1. Nejprve zminime diilezitou souvislost ¢isla e a principu troceni vkladu
oznacovaného jako sloZené uroceni. MuzZeme si, podobné jako to uci-
nil ke konci 17. stoleti Jacob Bernoulli, polozit celkem jednoduchou
otazku. Jak zévisi vySe troku z vkladu na délce trokovaciho obdobi?
Jestlize bychom uvazovali, Ze vloZena Gastka (napi. 1 K¢) je trocena
stoprocentnim ro¢nim trokem, pak vysSe pripsané castky zavisi na
frekvenci uroceni. Je celkem snadné dovodit, Ze pro stfadatele je vy-
hodna co nejkratsi délka trokovaciho obdobi. Nekonecné kratkému
urokovacimu obdobi (tzv. spojité troceni) pak odpovidd maximalni
mozna hodnota troku, ktera je e nasobkem roc¢niho troku. Na konci
roku by stfadatel za danych podminek mél uspofeno 2,718 ..., tedy
e K¢ [5].

Vyse uvedené skute¢nosti muzeme zapsat jazykem matematiky ve
tvaru
1\
lim (142) =e
n— 00 n

2. Pokud polozime zdklad exponencidlni funkce y = a* (a > 0) roven

Cislu e, pak ziskdme predpis funkce ve tvaru

y=-e".

Graf funkce znazornény na obr. 1 ukazuje, Ze v daném piipadé je
hodnota smérnice tecny ke grafu funkce v libovolném bodé rovna
hodnoté funkce v daném bodé. Jestlize bude napi. C[ec, e¢] bod dotyku
teny ke grafu funkce y = e, pak pro rovnici te¢ny plati vztah

y=¢e‘x+e(l—c).

3. Kazdou exponencidlni funkci zapsanou ve tvaru y = a” (a > 0) mi-
zeme vyjadiit pomoci ¢isla e
— 4T _ Lkx
y=a" < y=e¢"",
kde k = In a. Pfedpisy exponencialnich funkci zapsané pomoci ¢isla e
jsou velmi bé&zné jak v matematice, tak mimo ni, nebot usnadiuji

dalsi vypocty. Tak napr. funkci zdvojovani y = 2% zapiSeme ve tvaru
y = %6937 ztrojovani y = 3% ve tvaru y = 1099 apod.
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-5 -4 -3 -2 -1
y=x+1 /

Obr. 1: Graf funkce y = €” s vyznacenymi teCnami; smérnice teen se rovnaji
y-ové soufadnici bodu dotyku

V roce 1690 se objevitel ¢isla e Jacob Bernoulli v ¢asopise Acta edi-
torum zamyslel nad otazkou, jak matematicky definovat tvar, ktery za-
ujima volné visici Tetizek. Jinak FeCeno, jak matematicky popsat tzv.
fetézovku [5].

Co je retézovka

Retézovka?) je ve fyzice a geometrii kiivkou, kterou vytvori volné
zavéSeny Tetéz ¢i kabel (obecné pak dokonale pevné a ohebné vldkno)
pripevnény pouze na okrajich. Zakfiveni je disledkem vyhradniho piso-
beni gravita¢niho pole, kde kazda ¢ast provéseného vlakna minimalizuje
svoji potencialni energii. Tvarem se Fetézovka znacné blizi tvaru parabo-
lického oblouku, parabolou vsak neni. Presto jisty vztah k parabole lze
zaznamenat v pripadé, Ze se parabola vali po pfimce. Ohnisko takto se

Jacobem Bernoullim (1655-1705).

2)Nézev, pochazejici z lat. catenaria coz znamena retéz, poprvé pouzil holandsky
astronom Christiaan Huygens (1629-1695), ktery soucasné ukazal, ze kiivku nelze
popsat algebraickou rovnici.
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valici paraboly opisuje kiivku, kterd ma tvar fetézovky. Retézovku za-
znamename rovnéz v pripadé, kdy z mydlového roztoku vytdhneme dva
kruhy tak, aby byly spojeny vrstvou roztoku. Molekuly roztoku vytvori
plochu (tzv. katenoid), jejimz prifezem je rovnéz fetézovka [2]. Idedlné
samonosné klenby staveb maji tvar “obracené” fetézovky, nebot oblouk
minimalizuje sily, které na néj piisobi [3]. V kartézské soustavé souradnic
Oy lze fetézovku vyjadfit ve tvaru [3)

a z x
y=3 (et +e7t), (1)

kde a je kladny parametr urcujici miru rozevieni fetézovky. Pokud déle
poloZime hodnotu parametru a = 1, pak ma rovnice () tvar

Y= %(ex + efx), (2)

a je tak aritmetickym primeérem hodnot funkci e® a e~ (obr. 2)

\ |

Obr. 2: Retézovka (a = 1, plna &4ra) jako aritmeticky préimér hodnot funkci
e” a e”” (vlevo), fetizek prohnuty do tvaru fetézovky (vpravo)

3)V matematice fetézovka odpovida grafu funkce hyperbolicky kosinus
T a ;
y = cosh — = —(e% +e_%>.
a 2

Rovnici nezéavisle odvodili Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) a Johann Bernoulli
(1667-1748). Johann, ktery byl mladsim bratrem Jacoba, problém tdajné vyftesil
béhem jediné noci. Vzhledem k nepfilis§ dobrym vztahtim mezi bratry tak vyvolal
znac¢nou nelibost u Jacoba, nebof ten se saim problémem bez vysledku zabyval cely
rok [5].
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Aproximace velikosti plochy omezené grafem funkce

V této Casti se zaméFime na funkci

2 2

Yy=7 1 :e—x+ex’ (3)

ktera je harmonickym primérem funkci e a e™%, tedy funkci prevra-
cené hodnoty k aritmetickému praméru hodnot funkci e* a e™*. Graf
funkce harmonického pruméru spoleéné s grafem fetézovky je zndzornén
na obr. 3. Kfivka harmonického primeéru ma zvonovity tvar s maximalni
hodnotou v bodé x = 0. Na obou okrajich ¢iselné osy se hodnoty funkce
blizi 0.

Obr. 3: Aritmeticky (fetézovka) a harmonicky pramér hodnot funkci e” a e™*

Na obr. 4 je vyznacena oblast, jejiz plochu budeme aproximovat.
Kiivku pfi aproximaci nahradime tseckami, které se pfi postupném
zmensovani prirtust hodnot na ose x k tvaru kfivky stale vice pfimykaji
(obr. 5). Plochy pouzité k vypoétu maji tvar lichobézniku s konstantni
vyskou i zavisejici na zvoleném déleni intervalu. Vzhledem k tomu, ze
funkce popsand rovnici (3)) je suda (soumérna podle osy y), staél vypocet
provést pro kladné hodnoty.

Postup vypoc¢tu miZeme demonstrovat na intervalu (—1,1). P#i vy-
poctu obsahu plochy omezené funkci (3) a osou x budeme postupné
zkracovat déleni zvoleného intervalu (na polovinu).
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Obr. 4: Plocha omezena grafem funkce uréené rovnici (3) a osou z

i 7%
4 &
05 1 15 2 25 3 35 4 45

0

5 55

Obr. 5: Aproximace plochy omezené grafem funkce (3), znazornéno pro inter-
val (0, 5)
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Vypocet velikosti plochy pro interval (—1, 1) programem Graph d&va
hodnotu 1,731 54, tj. relativni chyba vypoctu pro ¢ = 0,125 je mensi nez
0,1 %[

V dalsi ¢asti rozsifime vypocet na interval (—10, 10), tj.

10

) 4en elO+12
Si:l'(z 2 _(20 ))’
n_kie”Jrl e’V +1

kde k € Z, k > 0. Odpovidajici velikosti ploch pro vybrana déleni v¢etné
absolutnich a relativnich chyb jsou uvedeny v tabulce 1. Vysledky vy-
poc¢tu uvedené v tabulce 1 se zietelné blizi hodnoté &isla 7 (obr. 6), kde
pro ¢ = 0,5 ¢ini relativni odchylka méné nez 0,01 % (tab. 1).

Déleni Ploch Absolutni Relativni
intervalu (4) ocha (r) odchylka  odchylka

2,5 3,38872 +0,24713  +7,866 %
2,0 3,23246 +0,09087  +2,892 %
1,0 3,14212 +0,00053  +0,017 %
0,5 3,14145 —0,00014  —0,004 %

Tabulka 1: Aproximace plochy omezené grafem funkce ([B) a osou z na in-
tervalu (—10,10), pro vypoéet absolutni a relativni chyby pouzita hodnota
m = 3,14159

od [-1000
Do. [1000

Obsah oblasti:[3.141592653625233

Obr. 6: Velikost plochy omezené grafem funkce uréené rovnici (3)) a osou z

Jak dal? Dalsi déleni (zjemiovani) intervalu znamend na jedné strané
postupné zpresniovani odhadu velikosti plochy a dalsi pfiblizeni se hod-
noté ¢isla 7, na strané druhé opakované vypocty velikosti ploch se mohou

4)Program Graph je freeware, volné ke stazeni napt. www.padowan.dk/download/

Roénik 95 (2020), ¢&islo 2 7


www.padowan.dk/download/

MATEMATIKA

stat Casové znaéné narocnymi. Zkusme ukazat moznost vypoctu hodnoty
¢isla 7 na intervalu (—m, m) pomoci programu SAS/STAT Pro sesta-
veni programu pouzijeme rovnici

m
) 4em (em 1)2

S; = ( - )k Z, k> 0. 4
t Z eQn + 1 e2m + 1 € ( )

n=~ki

Kéd pro zapis vypoctu je pomérné jednoduchy, pfi vypoctu muzeme
libovolné ménit parametry m, i (tab. 2).

data NumberPi;
e = constant("e");

i=20.1;
m = 20;

r = m/i ;
sum = 0;

do k =0 tor by 1;
sum = sum + (4xexx(k¥i))/(ex*(2xk*i)+1);
area = (sum - (e**(2*m)+2%e**m + 1)/(e*x*(2*m) + 1))*i;
output;
end;
run;
proc print data=NumberPi;

Pro uvedené hodnoty parametri i = 0,1 a m = 20 nalezneme v zélozce
OUTPUT DATA hodnotu 7 = 3.1415926445.

m ¢ Odhad 7 m ¢ Odhad 7 m ¢ Odhad 7

10 0,1 3,1414109026 20 0,1 3,1415926445 50 0,1 3,1415926536
0,05 3,141411016 0,05 3,1415926449 0,05 3,1415926536
0,01 3,1414110524 0,01 3,1415926453 0,01 3,1415926536

Tabulka 2: Odhad hodnoty ¢&isla m pomoci SAS/STAT vyuzitim rovnice ()

5 Oficialni stranky spolecnosti SAS: [www.sas.com/cs_cz/home.htmll Soft-
ware lze pro vyzkumné a studijni ucely pouzivat bezplatné, ke stazeni zde:
www.sas.com/cs_cz/software/university-edition/download-software.html, Na
strankach spolecnosti je uveden podrobny postup instalace softwaru. ReSeni fady
problému softwarem SAS lze nalézt napt. zde: blogs.sas.com/content/iml/.

8 Rozhledy matematicko-fyzikalni


www.sas.com/cs_cz/home.html
www.sas.com/cs_cz/software/university-edition/download-software.html
blogs.sas.com/content/iml/

MATEMATIKA

7 vyse uvedeného lze soudit, Ze vypoctena hodnota se bude tim vice
blizit ¢islu 7, ¢im vice se bude ¢ — 0 a m — oo. Takovy vypocet ovSem
nalezi do sféry vyssi matematiky a vyzaduje znalost integralniho poctu

[e.¢] xT
/ ;de = .
oo €T +1
Pokud ucinime v tomto misté malou historickou odbocku, pak mu-
zeme dodat, Ze timto tthelnym kamenem obohatili matematickou ana-
lyzu dva velikani matematiky prelomu 17. a 18. stoleti, sir Isaac Newton
(1643-1727) a Gottfried Wilhelm Leibniz. Tim se v8ak pomyslné vra-
cime zpét, nebof oba se nikoli nepodstatnym zptsobem zapsali rovnéz
do historie zkoumani ¢isla . Leibnizv vzorec zminuje v ¢lanku ,,P¥ibéh

jedné konstanty“ T. Bartlova, Newton v roce 1665 objevil nekone¢nou
fadu

S\ CHUE NN S —
4 12 5 x 25 28 x 27 72 x 29

ZAavér

V ¢lanku jsme uvedli moznost vypoctu priblizné hodnoty ¢isla 7, vy-
chézejici z pouziti exponencidlnich funkci a harmonického praméru, tedy
s vyuzitim uciva stfedni skoly. Zaroven byly v ¢lanku spojeny hned dvé

Vypocet ¢isla m navrzeny Archimédem a rozvijeny dalsimi genera-
cemi matematika vychazi z pouziti opsanych a vepsanych mnohothel-
nikd a vyuziti exhaustivni (vyGerpavajici) metody. Skuteénosti je, zZe ta-
kovy postup je pfi grafickém provedeni na jedné strané intuitivni (davéa
vypocet hodnoty ¢isla m do pfimé souvislosti s délkou kruznice) a na-
bizi velmi dobrou pfedstavu podstaty a smyslu provadénych operaci,
na strané druhé vS8ak neposkytuje dostatecnou presnost. Efektivnéjsi je
vypocet, nicméné i v tomto pripadé plati, ze priblizovani vypoctené hod-
noty k hodnoté ¢isla 7 je relativné pomalé.

Aproximace hodnoty ¢isla m pomoci plochy zptsobem uvedenym
v ¢lanku nabizi postup, kde vypocétené hodnoty konverguji k hodnoté
7w rychleji a dale nas pomérné jednoduSe priblizuje nékterym dilezi-
tym pojmim matematiky, jako je pojem limity funkce (zde reprezen-
tovan postupnym rozsifovanim intervalu pouzitého k aproximaci) ¢ pfi-
ristku funkce (zde reprezentovan postupnym zkracovanim déleni inter-
valu), které matematickd analyza vyuZiva v takovych oblastech jako je
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diferencialni a zejména integralni pocet. Problém popsany v ¢lanku lze
rovnéz vyuzit pro pocitacové feseni. V ¢lanku byl jako piiklad pouzit
software SAS/STAT, nicméné nabizi se fada alternativ, napf. Matlab,
Octave apod.

Nemusime se zamérné ¢i védomé zabyvat matematikou a presto mi-
zeme v krajiné narazit na objekty, jejichz tvar nam pfipomene kiivku,
o kterou jsme opfeli vypocet hodnoty ¢éisla 7 (obr. 7). Ponechdme na
rozvazeni ¢tenari, zda se jedna o pouhou tvarovou podobnost souvise-
jici s estetickou strankou objektu, ¢i tvar nejlépe vyhovujici charakteru
obvyklého vyuziti tedy k prepravé nakladu na hibetech soumart, nebo
praxi stfedovékych stavitel osvédceny tvar majici pozitivni vliv na sta-
tiku takovych staveb.

Obr. 7: Soumarsky most ve Skotsku (The Old Packhorse Bridge) s grafem
funkce podle rovnice (@) (upraveno podle [4])

Cislo 7 jisté nepfestane fascinovat zéjemce o matematiku ¢i specialisty
v oboru teorie ¢isel ani v budoucnosti a jak jsme zminili jiz v Gvodu,
kazdy rok fada pfiznivcu slavi 14. bfezen jako Den pi.

10 Rozhledy matematicko-fyzikalni
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Pribéh jedné konstanty

Tereza Bdrtlovd, MFF UK Praha

V matematice nepracujeme casto s konstantami, rozhodné ne tolik
jako ve fyzice, zato vSak matematické konstanty neziidka tvoii pilif né-
jaké ucelené teorie. Geometrii vévodi jedna ze zdkladnich a nejstarsich
v matematice — konstanta 7, jejiz hodnota je pfiblizné 3,14.

Uz davni myslitelé védéli, ze Cislo m tzce souvisi s vlastnostmi kruhu.
Jeho presné vycisleni je vSak zaméstnavalo po celd tisicileti, patrné uz
od doby, kdy se ¢lovék poprvé pokusil nakreslit dokonaly kruh.

Prvni, kdo se skutecné systematicky touto konstantou zabyval, byl Ar-
chimédés ze Syrakus. Pochopil, Ze hledana konstanta souvisi s obvodem
kruhu. V dne$nim matematickém jazyce bychom tuto vlastnost mohli
vyjadrit vztahem

o=2-1m-7,

kde o vyjadfuje obvod kruhu a r znaci jeho polomér. Pfesné vycisleni
obvodu kruhu vSak s sebou nese potize, nebot je tvoren kiivkou. Archi-
médés si uvédomoval, ze je daleko jednodussi zmérit délku usecky nez
kfivky, a tak problém zjednodusil. Misto toho, aby se pokousel slozité
mérit obvod kruznice, narysoval dva mnohothelniky, mezi které kruznici
,2uvéznil“. Jeden mnohothelnik byl do kruznice vepsany a druhy kruznici
obsahoval, neboli byl dané kruznici opsany (obr. 1).

Roénik 95 (2020), &islo 2 11
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