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Metoda konjugovanych gradientii jako

dobrodruzstvi jdouci pres staleti
Zdenék Strakos

Abstrakt. Metoda konjugovanych gradienti a Lanczosova metoda tvori historicky a metodo-
logicky zaklad tzv. metod krylovovskych podprostori pro numerickou aproximaci reseni li-
nedrnich rovnic a ¢astecnou aproximaci spektra linearnich operatoru. Ackoliv jsou v obecném
povédomi spojovany predevsim s numerickym TfeSenim velmi rozsdhlych soustav linearnich
algebraickych rovnic a aproximaci vlastnich ¢isel velkych matic, je prirozené uvazovat jejich
formulaci v kontextu operatoru na Hilbertovych prostorech (konecné ¢i nekoneéné dimenze).
Ostatné ani v algebraické formulaci nemusi byt matice soustavy vilbec sestavovana, nebot
vypocet pouzivd pouze aplikaci odpovidajictho operatoru na vektor.

Principidlni vztah metody konjugovanych gradienti a Lanczosovy metody k problému
momenti, k teorii ortogondlnich polynomt, Jacobiho matic, fetézovych zlomkt a Gaussovy
kvadratury z nich ¢ini také objekt Cisté matematického zédjmu. Vyuziti hlubokych matema-
tickych souvislosti postupné vedlo k pochopeni adaptivniho silné nelinedrniho chovdni obou
metod vcetné vlivu aritmetiky s kone¢nou presnosti na praktické vypocty. V nejlepsim smyslu
se zde setkava matematicky a informaticky pohled.

Prilezitost, kterou prolnuti obou oboru prindsi, vSsak neni vyuzita pti zizeném chépani
metody konjugovanych gradientii a Lanczosovy metody jako pouhych algoritmickych vypo-
¢etnich nastroju, které je bohuzel az na vyjimky rozsiteno napric¢ literaturou. To ma zhoubné
dusledky. Pro vétSinu matematiki (a ndsledné i védcu z jinych obort, inzenyru a praktiki
provadéjicich vypocty v aplikacich) dominuje v pojeti metody konjugovanych gradientt li-
neédrni odhad poklesu velikosti chyby odpovidajici Cebysevové metodé. Mnoho ucebnicovych
popisu metody konjugovanych gradienti a stejné tak ¢lank na ni odkazujicich je pak zati-
zeno fadou mytd, nedorozuméni i neptiznanych omylt. Matematicky zcela zmatecné je pojeti
metody konjugovanych gradientii pro feseni linedrnich rovnic, kdy jsou jednotlivé iterace
tésné navzajem provazany podminkou optimality na podprostorech rostouci dimenze, jako
zjednoduseni gradientnich metod pro feseni nelinedrnich rovnic.

Priklad metody konjugovanych gradientu a Lanczosovy metody ukazuje, jak krasna a za-
roven obtiznd i izkd muze byt cesta k porozuméni. Vede nas k trpélivosti a houzevnatosti,
ale hlavné nas uci pokore.

1. Uvod

Budeme sledovat pozoruhodny matematicky pribéh. I matematické pribéhy byvaji
ovlivnény riznymi nematematickymi okolnostmi a zmatky. Dobrym voditkem pri jeho
sledovani je snaha po rozliSovani podstatného a trvale platného od nepodstatného
a pomijejiciho. Nebezpecim je povrchnost, které se bohuzel i ve védé prilis ¢asto dob-
rovolné podrizujeme. Metoda konjugovanych gradientti a krylovovské metody obecné
nepochybné predstavuji obtiznou matematickou vyzvu, které nelze pti povrchnim pri-
stupu porozumét.
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Ac¢ se budeme snazit o co nejvétsi pristupnost textu, budeme nevyhnutelné pouzivat
matematicka tvrzeni a odkazovat na netrivialni matematické souvislosti, které budou
nékdy jen naznaceny. Ctendie se zdjmem o blizsi sezndmeni s tématem odkazujeme
v prvé radé na semindlni prace Hestenese, Stiefela a Lanczose z poc¢atku padesatych
let [23], [25], [26], [27]. Zdiraziujeme nutnost chapat je jako tésné vzéjemné propojeny
celek. Opomijeni puvodn{ literatury a podstatnych souvislost{ (z neznalosti i z tmyslu)
neni novym jevem. S rostoucim informac¢nim zahlcenim a nasi ztratou schopnosti rozli-
Sovat je ale nebezpeci naslednych zmatktt mnohem vétsi nez drive. Navraty k ptivodnim
pracim a snaha o porozumeéni jejich hloubce (i jejich moznym omylim) jsou dilezité
pro pochopeni podstaty véci. Jak uvidime dale, prispivaji k feseni otazek, které pu-
vodni prace ani nemohly v plnosti predjimat.

Ke krylovovskym metoddam jsem se dostal oklikou pres paralelni pocitacové archi-
tektury a numerickou nestabilitu zptisobenou sitenim zaokrouhlovacich chyb, coz mne
privedlo ke spolupréaci s vynikajicimi osobnostmi oboru (A. Greenbaum, G.H. Golub,
C.C. Paige, G. Meurant, M. Gutknecht, A. Bjorck, J. Liesen), za kterou jsem velmi
vdécny.

Uvedu nékteré z publikaci, které mohou c¢tenari poslouzit k dalsimu cteni. Shr-
nujici zpracovani oblasti krylovovskych metod z rtznych pohledi 1ze nalézt napri-
klad v monografiich [39], [13], [18]. Z publikaci, u kterych jsem spoluautorem, budu
Casto odkazovat na knihu [29] a nédsledujici texty. Vysledky popisujici chovdni metody
konjugovanych gradienti a Lanczosovy metody pii vypoctech s koneénou presnosti
jsou predmétem rozsahlého prehledu [32] a stru¢ngjstho ¢ldnku [41]. Formulace me-
tody konjugovanych gradient na nekonec¢nédimenzionalnich Hilbertovych prostorech
je v kratké monografii [31] propojena s analyzou modelové tlohy FeSeni eliptické par-
cialni diferencialni rovnice, s formulaci kone¢nédimenziondlni aproximace tlohy a s jeji
transformaci (tzv. pfedpodminénim) s cilem umoznit rychlejsi vypocet. Rizné piistupy
k paralelnim implementacim, pozndmky k jejich historii i perspektivam lze nalézt v [7]
a [8]. VSechny uvedené priace odkazuji na dulezitou diivéjsi literaturu; jen [29] obsahuje
témér 700 citaci. Z nich muze byt dédle v textu zminén jen nepatrny zlomek a vybér je
prirozené ovlivnén osobnim pohledem. Proto doporucujeme ¢tenari v pripadé zajmu
srovnani a rozsifeni s pouzitim text@t dle vlastniho vybéru. Ctenaii orientovanému
na Cesky psanou literaturu miuzeme nabidnout zékladni informace (jak obecného cha-
rakteru tak o metodé konjugovanych gradientt a o Lanczosové metodé) v ucebnim
textu [11].

Prehledovy text k tématu, které bylo ve stejném cCasopise zpracovano drive, by
mél s uzitkem navdzat na drivéjsi publikaci. Nelze se proto vyhnout ¢lanku [5], ktery
byl publikovan v PMFA u prilezitosti padesatého vyroci zverejnéni prace Hestenese
a Stiefela [23]. Bohuzel v8ak zde pozitivni navdzani neni mozné. Piedlozeny text je s [5]
v zésadnim rozporu jak vykladem myslenek obsazenych v [23] (a [25], [26], [27]), tak
vykladem jejich rozvinuti v pozdéjsich textech a souvislosti s vysledky z jinych ma-
tematickych obort dilezitych pro pochopeni metody konjugovanych gradientt. Pred-
lozeny text zaroven pojmenovava zavazné chyby, zkresleni a omyly rozsitené v litera-
tufte.

INejde nam zde vSak o popis historie a ani o vyéerpéavajici popis vSech vécnych a ¢asovych souvis-
losti, to ani neni v lidskych silach.
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2. Vymezeni tlohy a zaklad pristupt k jejimu reseni

Predmétem naseho zdjmu je numerické feseni soustavy N linedrnich algebraickych
rovnic o N nezndmych, které v maticové formé budeme zapisovat

Ar =0, (1)

kde A je ¢tvercova matice o N tadcich a sloupcich, x a b jsou sloupcové vektory
délky N. Budou nés zajimat rozsahlé soustavy; v soucasnosti se bézné na pocitacich
resi ulohy s miliony a nezridka i s miliardami az stovkami miliard proménnych. Z du-
vodu zjednoduseni vykladu a znaceni budeme uvazovat pouze realna data a budeme
predpoklddat, Zze matice A m4d linedrné nezavislé sloupce (a tudiz i fadky). Pak ma
rovnice (1) pro kazdou pravou stranu préavé jedno feSeni, které mizeme symbolicky
zapsat pomoci inverze matice
x=A""b. (2)

Samoziejmé vypocet nekonstruuje (s vyjimkou velmi specidlnich pripadii) inverzi ma-
tice s naslednym nasobenim pravou stranou. Takovy postup je obecné nerozumny jak
z hlediska vypocetni ndroc¢nosti, tak i z hlediska numerické nestability (Siteni zaokrouh-
lovacich chyb). Nejzndmnéjsi pristupy k numerickému reseni soustavy (1) (ponechdme
stranou teoreticky dulezité, ale prakticky stézi pouzitelné postupy typu Cramerova
pravidla) pracuji s rozklady matice A. Rozlisime dva ptipady.

V prvnim pripadé uvazujme rozklad na soucin matic se specidlnimi vlastnostmi,
které umoznuji algoritmicky jednoduché reseni, naptiklad

A=LU, 3)

kde L je dolni trojihenikova a U horni trojihelnikovd matice s nulami nad respektive
pod hlavni diagonalou. Reseni pak lze symbolicky zapsat

x=U"YL'D). (4)

Zapis L~'b piedstavuje Teseni soustavy Ly = b a z je ddno naslednym FeSenim sou-
stavy Uz = y. Nejde o nic jiného nez o zakladni variantu Gaussovy eliminace, kde je
rozklad (3) spolu s FeSenim soustavy Ly = b proveden piimym eliminaénim chodem,
a soustava Uz = y predstavuje zpétnou substituci.

Gaussova eliminace i jiné vhodné pristupy zalozené na souc¢inovém rozkladu maji
velmi podstatnou vyhodu ve své robustnosti. Jejich chovani véetné Siteni zakrouhlova-
cich chyb dobfe rozumime. Diky pracem Goldstina, von Neumanna, Turinga, Forsy-
tha, Wilkinsona a dalsich, viz napt. [29], historickou poznamku 5.8.2, strany 315-316,
umime indikovat pripadné numerické nestability a nasledné je v pripade nutnosti oset-
rit, byt nékdy za znac¢nou cenu. Navic moderni varianty Gaussovy eliminace a jeji
paralelni implementace umi velmi rychle pracovat i s velkymi maticemi se slozitou
strukturou nenulovych prvkia. Maji ale také podstatnou nevyhodu. Dokud neprove-
deme vSechny vypocetni operace symbolicky zapsané v (4), nemame k dispozici zddnou
obecné pouzitelnou aproximaci feseni.

Termin aproximace reseni vyzaduje komentar. Kazda rozumna implementace
Gaussovy eliminace zaruci velikost (normu) rezidua

r=>0—Ax
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spoc¢tené aproximace feSeni T imérnou strojové presnosti pocitace. Reziduum na trovni
strojové presnosti vsak neznamena zanedbatelnou chybu reseni

x—7=A"1r

Zde muze byt jeden ze zdroju nedorozumeéni rozsireného ve velké ¢asti literatury zaby-
vajici se odhady chyb v numerickém Feseni parcidlnich diferencidlnich rovnic (PDEs),
ktera zanedbavé algebraickou chybu a predpokladd (témér) presné resSeni vzniklych
linedrnich algebraickych rovnic (1).

Pouziti metod zalozenych na souc¢inovém rozkladu muze byt pro radu tloh prilis
drahé (pro velmi velké tilohy dokonce nemusi byt ani proveditelné). Casto je navic
ucelné uvazovat pouze priblizné feseni s presnosti danou predem uzivatelem. V meto-
déch typu Gaussovy eliminace neni mozné timto zpiisobem postupovat.?

Jako alternativu proto muzeme zvolit pocatecni priblizeni =y a hledat posloupnost
vektoru z,, n =1, 2, . . . tak, abychom za prijatelnou cenu vypoctu ziskali aproximaci
reSeni x,, s presnosti predepsanou uzivatelem, kterd ¢asto zahrnuje kontext formulace
ulohy presahujici algebraickd data A, b; viz naptiklad diskusi v [8].

Tim se dostavame k rozkladu matice soustavy na soucet matic (nékdy také nazy-
vany Stépenim), ktery lze zapsat

A=K - Z, (5)

kde matice K m4 linedrné nezdvislé sloupce (mé tudiz inverzi) a kazdy prvek matice A
je v jednoduchém pripadé bud soucésti K nebo Z (zobecnéni neni obtizné). Piepsanim
rovnice (1) dostaneme

Kex=Zx+b= (K- A)z+b.

Nasledné volbou pocatecniho priblizeni zy a vypoctem nové aproximace z levé strany
rovnosti (symbolicky zapsanym pomoci inverze matice K) zkonstruujeme iteraci ve
dvou ekvivalentnich zapisech

Tn = KﬁlZInfl +K71b =Tp-1+ Kﬁlrnflv
Ypno1=b—Ax, 1, n=1,2,... (6)

Volbou $tépeni matice A (a pfipadné i dal$imi tipravami) dostdvame napiiklad metodu
prosté iterace, Jacobiho metodu, Gaussovu-Seidelovu metodu, superrelaxac¢ni metodu
atd.

Vsimnéme si, Ze postup vypoctu iterace x,, v (6) nezdvisi na tom, jsme-li v prvni,
padesété ¢i jakékoli jiné iteraci. Mizeme proto oéekévat, ze po ustéleni vipoctu (po
prekonéni tzv. prechodového jevu) bude pokles velikosti chyby v jednotlivych ite-
racich méreny vhodnou normou blizky konstanté, coz je nazyvano linedrni rychlosti
konvergence (nebo zkrécené linearn{ konvergenci). Nelze naopak ocekévat, ze metody
odvozené z (6) daji (s vyjimkou trividlniho pfipadu nebo ndhody) presné feseni. Proto
zde hovotime o asymptotické linedrni konvergenci. Lze ji popsat jednim cislem, tzv.
asymptotickym konvergencnim faktorem.

2Podrobny vyklad s mnoha odkazy na literaturu lze nalézt napf. v [31], kapitolach 1, 11 a 12,
v ¢lanku vyjadiujicim se k riznorodosti chdpani pojmu ceny itera¢nich vypocta [8] a v [29], kapito-
lach 1 a 5.
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Vyhodou metod odvozenych z (6) je jejich jednoduchost. Nevyhodou je jejich
obecné pomalost pramenici z jejich staciondrnfho charakteru. Piedpis (6) zalozeny na
fixnim rozkladu pouziva ve vsech iteracich stejnou informaci o feSené soustavé a ne-
umorziuje postupné ziskavani a vyuziti dalsi informace v prubéhu vypoc¢tu (neumoz-
nuje adaptivitu). Aby byla adaptivita moznd, musi se zpusob vypoctu jednotlivych
iteraci ménit s iteracnim krokem.

Nabizi se aproximace feseni zapsaného formalné pomoci inverze matice vztahem (2)
pomoci polynomu

r=A"=xo+ Aoz, =20+ dp1(A) 1o, n=1,2,..., (7)

kde rg = b — Axg je pocateéni reziduum a ¢, _1(\) je polynom stupné n — 1. Je zde
nutné zduraznit, ze tak jako symbolicky zapis (2) neznamend provedeni inverze matice
a nédsledné nasobeni vektorem pravé strany, tak ani maticovy polynom ¢, —1(A) neni
konstruovan jako aproximace inverze matice A s naslednym nésobenim pocateénim
reziduem. Musi byt konstruovan ve vztahu k feseni x a musi tedy vyuzit informaci jak
o matici A, tak o pravé strané b.

Ze (7) vyplyvé, ze aproximace FeSen{ z;,, hleddme opravou pocatecni aproximace xg
o vektor, ktery je linedrni kombinaci pocatecniho rezidua zobrazeného ruznymi moc-
ninami matice A, lezi tedy v tzv. krylovovském prostoru K, (4, r¢) posunutém o po-
¢atecni aproximaci x,

2o + Kn(A, ro) = mo + span{rg, Aro, .. ., A" 'ro}. (8)
Chceme-li zkonstruovat efektivni metodu, stoji nyni pred nami dvé otazky:

e Projaka data (matici A, pravou stranu b a pripadné pro vhodné zvolenou pocéatecéni
aproximaci zg) bude v krylovovském prostoru &C,, (A, ro) prijatelné dimenze n dost
informace o hledaném feseni 2 = A~1b?

e Jak nalézt aproximaci feSeni, ktera informaci obsazenou v krylovovském prostoru
co nejlépe vyuzije?

Obéma otédzkami se budeme zabyvat dédle. Zacneme druhou z nich.
3. Odvozeni metody konjugovanych gradientt

V dalsim textu budeme predpokliadat, ze redlnd matice A je symetrickd pozitivné
definitni (SPD), to jest A = A* a z*Az > 0 pro kazdy nenulovy vektor z, kde pro
realnou matici znac¢ime hvézdickou transpozici. Pak mé v mnoha fyzikalnich aplikacich
smysl hledat takové aproximace reseni, které na urceném podprostoru minimalizuji tzv.
energeticky funkcional*

J(z) = 32" Az — 2*b;

3Vzhledem ke schopnosti tzv. zhlazovani (redukce velikosti slozek vektort odpovidajicich ve fou-
rierovském rozkladu vysokym frekvencim) jsou vSak dilezité naptiklad jako souédst multigridnich
metod. Mohou byt také vyhodné ve specidlnich pripadech, kdy je vyrazné prekonani linearni rych-

losti konvergence pro slozitéjsi (a vypocetné drazsi) metody nedosazitelné.
4Minimum funkcionélu J(z) na R je dosaZeno v feseni soustavy (1).
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viz napt. vyklad a reference v [31], kapitolach 2 a 12, [29], sekcich 2.5.2 a 2.5.3.
Definujeme-li pomoci symetrické pozitivné definitni matice A tzv. energeticky skaldrni
soucin a jim indukovanou energetickou normu

(yv Z)ll = Z*Ay a HZ”i = Z*sz
muZeme pro libovolné z a pro feSen{ = tlohy (1) psét
J(2) = 5(z —2)* Az — 2) + J(2) = 3]z — 2|} + T (2).

Vzhledem k tomu, ze J(z) je konstanta, znamena minimalizace energetického funkcio-
néalu vici proménné z totéz, co minimalizace energetické normy chyby.

Budeme uvazovat metodu hledajici aproximace feseni v posunutych krylovovskych
podprostorech (8) rostouci dimenze n = 1, 2, ... a minimalizujici v dané iteraci na
daném podprostoru K, (A, r¢) energetickou normu chyby ||« — 2,||,. UZitetny prepis

T —xn = (2 —x0) — (zn — @0) = (= To)|k, — (Tn — @0) + (T = o)) 2a
—_————
exye

ckn

dava do vztahu chybu v n-tém kroku a pocatecni chybu x — xg, kde na pravé strané
jsme pouzili ortogonalni rozklad

z =z = (z — 20)|k, + (z — 2o)|g1a

pocédtecni chyby na ¢ast lezici v n-tém krylovovském podprostoru KC,, (4, r9) a na ¢ést
na dany podprostor kolmou ve smyslu energetického skaldrniho soucinu. Je ziejmé, ze
minima energetické normy chyby ||z — x,, ||, je dosazeno pravé tehdy, kdyz

Tn —xo = (¢ — Zo)|x,, PrifemZz x—an = (¥ — z0)|jcta, 9)

neboli pravé tehdy, kdyz (x — x,,) Lo K, (A, 79). Posledni podminka je ekvivalentni
kolmosti n-tého rezidua r,, = A(x — x,,) na krylovovsky prostor IC,, (A, 7o) pri pouzit
standardniho eukleidovského skalarniho soucinu, tj.

riw =0 pro viechna w € K, (A, rg). (10)

Uvedenéd podminka se nazyva galerkinovskou ortogonalitou (viz napriklad [38], kapi-
tolu 14) a ndmi hledand metoda pati{ do t¥idy tzv. galerkinovskych metod (podrobnou
diskusi véetné zobecnéni lze nalézt v [39]) .

Zavedeni podminky optimality k urceni aproximace reSeni x,, znamend velmi pod-
statnou nelinedrni zavislost odpovidajiciho polynomu ¢, _1(\) a tim i a,, na vstupnich
datech A, b, 2. Nejde jiz jen o mocniny matice A (¢ jejich ¢ésti, které jsou jiz pii-
tomny v iteracnim predpisu (6)). Galerkinovské ortogonalita vize pocéateéni reziduum
a vSechny odpovidajici mocniny matice A v n-dimenzionalni optimalizac¢ni tloze mi-
nimalizujici ||z — ||, na K, (A, 70).

Otéazkou ziistava, jak co nejjednoduseji algoritmicky nalézt danou optimélni apro-
ximaci @, v posunutém krylovovském podprostoru (8), ktery navic (nejen z dtvodu
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Algoritmus 1 Metoda konjugovanych gradientt dle Hestenese a Stiefela (HSCG)

1: Vstup: SPD matice A € RY*N | prava strana b € RY, po¢atetni aproximace
zo € RY, maximalni pocet iteraci nmax, zastavovaci kritérium.

2: Vystup: Aproximace Feseni x,, po zastaveni algoritmu.
3: Imicializace: 1o = b — Axg, po = 1o

4: for n =1 : nmax do

5: 1= (1 _17n—1)/(Pp—1APn—1)

6: Ty = Tp—1+ Qp_1Pn—1, 'n =Tpn—1 — anflApnfl
7 Vyhodnoceni zastavovaciho kritéria.

8: Bn = (rhrn)/(rp_1Tn—1)

9: DPn = Tn + BnPn-1

10: end for

numerické nestability v praktickém vypoc¢tu) neni mozné konstruovat pomoci generu-
jicich vektort ro, Arg, . . ., A" 1ry. ReSenim obou obtizi je konstrukce pomoci vhodné
zvolené ortogonalni béaze.

V prvni iteraci méame k dispozici pocatecni reziduum rq, které zaroven definuje
jednodimenzionalni krylovovsky podprostor. Zvolime tedy prvni smérovy vektor rovny
pocatecnimu reziduu py = 79 a naslednou aproximaci reSeni nalezneme opravou

T1 = To + Qopo,
kde ay je zvoleno tak, aby hodnota ||z — 1 ||, byla minimaln{.> Nové reziduum
T = b — A.’,El =70 — O[()Apo

spolu s predchozim reziduem generuje nésledny krylovovsky podprostor Ko(A,rg).
Zdanlivé bychom mohli postup zopakovat pouzitim rezidua 71 jako nového sméro-
vého vektoru. Thned ale narazime na obtiz. Pii volbé p; = r; by nésledna lokdini
jednorozmérnd minimalizace hodnoty ||x — x2||, prostfednictvim volby «; nezarucila
dosazeni globdlnfho mimima pfes dvourozmérny podprostor Kz (A, r¢). Zvolime proto
smérovy vektor p; opravou r tak, aby pg, p1 rovnéz generovaly podprostor Kz (A, 7o),

p1 =11+ B1po,

a pokusime se o vhodnou volbu parametru ;. Neni tézké objevit, Zze nutnou a posta-
¢ujici podminkou pro dosazeni globalniho minima energetické normy chyby v celém
podprostoru Ko(A, r¢) prostfednictvim nésledné jednorozmérné minimalizace pouze
ve sméru p; je ortogonalita smérovych vektoru py a p; ve smyslu energetického ska-
larniho soucinu. Toho lze v druhé iteraci volbou koeficientu 3; snadno dosdhnout.
Nechme zatim na chvili stranou otazku, nakolik ptijde ortogonalitu smérovych vek-
tora zarucit pri pokracovani iteraci, a formulujme vypocetni postup s pouzitim vyse

5To nastane v bodé z1, ve kterém je (negativné vzaty) gradient r1 = b — Az energetického
funkcionédlu J(z) kolmy na smérovy vektor pg (ve smyslu standardniho eukleidovského skaldrniho
soudinu).
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popsanych krokt ve formé algoritmu HSCG, kde koeficient 3, uré¢ime z podminky
ortogonality p! Ap,_1 = 0 nového smérového vektoru p,, vaci jeho predchudei.

Z jednotlivych kroku algoritmu HSCG je zfejmé, Ze k samovolnému zastaveni muze
dojit bud v pripadé r, = 0, tj. pti dosazeni reseni x,, = x, anebo v pripadé p, = 0,
kdy 7, = —Bnpn—1. V dusledku predchozi volby «,,—1 (viz motivaci popsanou vyse pro
prvni iteraci, pripadné [2], sekci 1.3) je r}p,—1 = 0 a tudiz opét r}r, = 0. Za chvili
uvidime, ze pri pfesném vypoc¢tu musi byt feSeni dosazeno v nejvyse N iteracich.
Pouze pro jednoduchost znaceni a zkraceni délky textu predpokladejme, ze k danému
stastnému ukonceni dosazenim reseni soustavy nedojde diive. Jde pouze o technicky
predpoklad a z dalsich ¢asti textu bude obecny pripad ziejmy.

Bude-li mozné ukézat, ze vsechny smérové vektory generované v algoritmu HSCG
jsou ortogondlni ve smyslu energetického skalarniho soucinu, pak lze pocatecéni a n-tou
chybu zapsat pomoci vytvorené a-ortogonélni baze celého prostoru

N-1 n—1 -1
T — T = E aépé:E QP+ — X, T — Ty = E Qupy -
=0 £=0 t=n

Z ortogonality ve smyslu energetického skaldrniho soucinu je ziejmé, ze (ekvivalentni)
podminky optimality (9) a (10) jsou postupné splnény na vSech krylovovskych pod-
prostorech K\, (A4, 79), n =1,2,..., N. Protoze Ky (A, r9) je roven celému prostoru,
musi byt xy = x. Navic je z algoritmu HSCG ziejmé, Ze jednotlivé krylovovské podpro-
story jsou generovany nejen smérovymi vektory po, p1, . .., pN—1, ale rovnéz rezidui
T, 1, - - - , 'N—1. Z galerkinovské ortogonality pak ihned plyne, Ze rezidua musi byt

navzajem kolmé vzhledem ke standardnimu skalarnimu soucinu, rjr; = 0, i # j.

Vse se tedy redukuje na otdzku, zda je mozné v algoritmu HSCG zajistit volbou
parametrt 3,,n = 1,2, ..., N —1, v jednotlivych iteracich ortogonalitu vsech sméro-
vych vektort, jinymi slovy, zda z lokdlni ortogonality mezi ndslednymi smérovymi vek-
tory vyplyvd globdlni ortogonalita vsech smeérovych vektori mezi sebou navzdjem. Pro
n =1 je vse trivialni, nebot smérové vektory jsou pouze dva. Pron = 2 se to vsak zd4a
byt nemozné, nebot pri predepsaném vypoc¢tu nového smérového vektoru dle vztahu
Pn = Tn + Bnpn—1 méame k dispozici pouze jediny volny parametr 3, a mame splnit n
podminek ortogonality vic¢i vSéem predchozim smérovym vektoram pg, p1, . . ., Pn—1-
Matematickou indukei vsak lze dokéazat, ze v algoritmu HSCG jsou skutec¢né vsechny
smeérové vektory ortogondlni vzhledem k energetickému skalarnimu soucinu, se vsemi
dusledky popsanymi vyse.

Je na misté se nad prekvapivym (téméf kouzelnickym) vytsténim predchézeji-
cich tivah zamyslet. Dotykame se zde velmi podstatné skutecnosti. Dikaz indukei je
v poradku, to vSak neznamend, Ze nam umoznuje porozumeét metodé konjugovanych
gradienti reprezentované zde algoritmem HSCG. Byt schopen dokdzat matematickd
turzeni neni zdaleka totéZ co porozumet predmeétu, ke kterému se vztahugji.

Matematika nabizi, ale také vyzaduje mnohem vice, nez se zd4 z jejiho casto zdu-
raznovaného formalistického modelu definice-hypotéza—véta—dikaz. Krasnym c¢tenim
na dané téma jsou eseje C. Lanczose Why Mathematics [28] a W. Thurstona On proof
and progress in Mathematics [42].
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V nasem pribéhu jsme ocitli na myslenkovém rozcesti:

o Miuzeme veskeré nase dalsi snazeni omezit jen na popisné tvahy, jejichz stredem
je posloupnost operaci definovana algoritmem HSCG popripadé jinou algoritmic-
kou realizaci metody konjugovanych gradient. Mizeme algoritmus HSCG také
zkoumat pomoci modeli vypoctu blizkych pojeti teoretické informatiky.

e Nebo se muzeme snazit o pochopeni matematické podstaty metody, jiz je algo-
ritmus HSCG jednou z moznych algoritmickych realizaci. Pak je vhodné zacit
s otazkou, pro¢ lokalni ortogonalita nového smérového vektoru pouze proti pred-
chazejicimu vektoru v algoritmu HSCG zaruci, Ze vsechny smérové vektory budou
navzajem ortogonalni. Dikaz matematickou indukei na danou otdzku neodpovida.
Néco velmi podstatného ztstava skryto.

Prvni smér je charakteristicky omezenim na algoritmické uvazovani. Starymi basnic-
kymi slovy z prvni kapitoly knihy Geneze vyjadreno, druhy smér vede do zemé bohaté
rostlinami a tvory rtzného druhu.

4. Redukce na algoritmické uvazovani

Vratme se na chvili k polynomidlnimu vyjadieni (7). S jeho pouZitim miZeme za-
psat rezidum metody konjugovanych gradientt v n-té iteraci pomoci aproximacniho
polynomu ¢S%(\) stupné n

rn=0—Ax, =19 — App_1(A)rg =: @SG(A)TQ, (11)

kde
(pSG(/\) =1-A (bn—l(/\)a SDSG(O) =1.

Polynom ¢SC (\) zavisi diky optimalité nelinedrné jak na matici A, tak na pravé strané
soustavy b.

Vzhledem k tomu, ze metoda konjugovanych gradientd minimalizuje na krylovov-
skych podprostorech energetickou normu chyby, mtizeme jeji hodnotu odhadnout shora
s pouzitim libovolného polynomu ¢(A) daného stupné, ktery stejné jako optimélni po-
lynom ©$%()\) nabyva v nule hodnoty jedna (mnozinu polynomt stupné n s touto
vlastnosti oznacime P, (0))

: CcG
T —Tplle = min z—zlla = |lgy " (A)(z — x0)]a 12
[ I o thn(Aro) I l len " (A)( o)ll (12)

—  mi Az — z0)|a
oain llo(A)(x — o)l

— x|, mi A)ll. 13
[EE o (A (13)

A

Pouziti vhodné upraveného Cebysevova polynomu prvniho druhu pak vede v nékolika
technickych krocich k odhadu relativni hodnoty energetické normy chyby v n-té iteraci

|z = la AA) -1)" A
o= zolla = (,/H(A)H) =50 )
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Podil nejvétsiho a nejmensiho vlastniho ¢éisla k(A) = Ay /A1 se nazyva podminénosti
SPD matice A. Odhad (14) je v literatufe velmi Casto spojovéan s popisem chovani
metody konjugovanych gradientti, aniz by se autori odpovidajicim zptsobem vypora-
dali se zjevnym zasadnim rozporem. Chovani metody konjugovanych gradientt zavisi
nelinedrné na vstupnich datech A, b, xg a vzhledem k optimalité individudlnich ite-
raci na podprostorech rostouci dimenze 1ze obecné ocekavat zrychlovani poklesu chyby
(byt k nému nemusi dojit v kazdé iteraci a mize byt velmi podstatné nebo jen mirné,
v zavislosti na feSeném problému). Pokles horniho odhadu je vSak dan stejnym mul-

tiplikativnim faktorem
VE(A) =1
VE(A)+1

v kazdé iteraci. Rikdme, ze odhad je linedrni. Navic odhad nezavisi na pravé strané
tlohy ani na pocatecni aproximaci reseni, musi tedy platit pro vSechny hodnoty b, xg.
V pripadé numerického reseni okrajovych tloh popsanych parcidlnimi diferencidlnimi
rovnicemi diskretizovanymi metodou kone¢nych prvkiu to napriklad znamena, ze odhad
musi platit pro libovolné vnéjsi sily a okrajové podminky, coz pro pouziti pii reseni
konkrétni tlohy viibec nemusi byt vyhoda. U matice A odhad zavisi pouze na podilu
jejtho nejvetsitho a nejmensiho vlastniho ¢isla.

Navic nelze pominout nasledujici skute¢nost. Chovani metody konjugovanych gra-
dientt v praktickych vypoctech je ovlivnéno (mnohdy velmi vyrazné) Sifenim za-
okrouhlovacich chyb (vratime se k tomu v sedmé kapitole). Odhad (14) ani jeho pii-
padné modifikace nijak neumoznuji dany jev popsat. Je prikladem a priori pristupu
omezeného na nejhorsi mozny scénar, ktery obecné nepopisuje konkrétni praktické
chovani (vyjimky jen potvrzuji pravidlo). VSe uvedené neznamend, ze odhad (14) nenf
uzitecny, je-li pouzivan s rozvahou jako to, co je, a ne to, co neni, jak tomu v mnoha
pripadech je. Slova klasika plati i zde.

Odhad (14) je v literatufe pfipisovan mnoha autorum. V piimé souvislosti s meto-
dou konjugovanych gradientii se pravdépodobné poprvé objevil v Danielové ¢ldnku [10],
vété 1.2.2, ale to neni prilis podstatné, nebot napriklad v Rutishauserové kapitole o teo-
rii gradientnich metod, kterd je souddsti [12], se objevil mnohem difve v souvislosti
s metodou zalozenou na Cebysevovych polynomech. Platnost odhadu i pro metodu
konjugovanych gradientt je z kontextu zfejma. Podrobny vyklad souvislosti 1ze nalézt
napiiklad v [29], sekcich 5.5.2, 5.5.3 a 6.5.2. K odhadu (14) a k omezenim jeho pouziti
se vratime v nésledujici ¢asti ¢lanku.

Standardni vyklad metody konjugovanych gradient se v ucebnicich i nékterych
monografiich soustiedi na odvozeni algoritmu HSCG a piipadné také odhadu (14). Na
daném algoritmickém zakladé pak byvaji prezentovany rtzné ivahy a srovnavani, do
kterych byvaji pripadné zahrnuty experimenty na jednoduchych modelovych tlohéch,
na jejichz zdkladé jsou ¢inény dalekosihlé zavéry.S Vysledkem je velmi zkresleny a po-
vrchni pohled, ktery je v rtznych variacich tak siroce rozsiten, ze byva povazovan za
spravny a nezpochybnitelny. Je pritom v rozporu s bohatstvim myslenek ptvodnich
praci Hestenese, Stiefela a Lanczose z let 1952-1953 citovanych vyse.

6 Jsou diisledkem dvou zésadnich metodologickych chyb, pro matematiku velmi piekvapivych. Ne-
linedrni jev je ztotoznovan s linedrnim popisem a na obecné chovani je v pozitivnim smyslu usuzovano
na zakladé velmi omezeného vybéru velmi jednoduchych a nevhodnych modelovych prikladi.
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Z puvodnich ¢lanku (a u nékterych z nich dokonce i z jejich ndzvi a abstrakti)
je zrejmé, ze hlavni vypocetni vlastnosti metody konjugovanych gradientt je iterac¢ni
konstrukce posloupnosti aproximaci umoznujici zastaveni kdykoliv je splnéno vhodné
zvolené kritérium. Dvacet let paradoxné zatézoval pohled na metodu konjugovanych
gradientu elegantni matematicky fakt dosazeni presného reseni v konecném poctu ite-
raci. Reid v pfednasce v roce 1971 a v navazném ¢lanku [37] zduraznil vyhodnost
itera¢niho pohledu (doporucujeme pozornosti zdznam otézek vynikajicich osobnosti
numerické matematiky a Reidovych odpovédi prilozeny k textu ¢lanku), a tim vrétil
metodu konjugovanych gradientt do pozornosti matematikt. Tehdejsi neujasnénost je
snadno vysvétlitelna historickymi okolnostmi. Resené tlohy souvisely s nékolika mélo
zékladnimi problémy matematické fyziky, pro které ale nebylo pouziti metody kon-
jugovanych gradient nikterak vyhodné. Matice soustav byly navic velmi malé; viz
napiiklad shrnuti v [29], sekcich 2.5.7 a 5.2.1. Obti{zné vysvétlitelné je vSak pretrva-
vani riznych tabulkovych srovndavani s pouzitim nevhodnych trividlnich modelovych
problému a poctu iteraci uréovanych vyumélkovanymi kritérii pomoci odhadu (14)
a jeho pripadnych modifikaci do dneska. Je prikladem prendseni zkamenélych pohledu
relevantnich v poéitacovém davnovéku do kontextu, ve kterém zcela ztratily smysl.”

Kapitolou samou pro sebe jsou uvahy o tzv. teorii slozitosti v souvislosti s metodou
konjugovanych gradientti mylné reprezentovanou odhadem (14); viz priklady referenci
a strucnd diskuse v [8], sekei 3a. Autory jsou matematici a informatici véhlasnych jmen.
Prislusné publikace presto o metodé konjugovanych gradientt témeér nic rozumného
nerikaji a nékteré z nich obsahuji vécné zkreslené az zcela nesmyslné odkazy na ptivodni
prameny.

V nasledujicich ¢astech se vydame do bohatych kraji s hlubokymi lesy a vodami.

5. Polynomidalni aproximacni problém a ¢ebysevovsky odhad

Podivame se blize na myslenkovy posun, ktery vedl od polynomialniho vyjadreni veli-
kosti chyby v energetické normé (12) k linedrnimu odhadu (14). K tomu ndm pomuze
zmeéna souradnic v ndmi uvazovaném realném eukleidovském prostoru dimenze N. Na-
misto standardni eukleidovské baze eq, ea, . . ., en, kde e; je sloupcovy vektor s jedinou
nenulovou slozkou rovnou jedné na j-té pozici, j =1, ..., N, pouzijeme ortonormalni
bézi ¢1, g2, . . . , gy sestavenou z normalizovanych vlastnich vektoru matice A,

qu‘:)\jqj‘, jzl,...,N.
Maticové zapsano,
AQ=0QA, A=QAQ", Q'Q=0QQ" =1, (15)

kde @ je ortonormdlni matice se sloupci g1, q2, - - ., gn, A = Q*AQ je diagondlni
matice sestavend z vlastnich ¢isel matice A a I je jednotkova matice. Vztahy (15)

"Doporudujeme ¢tenafi vyhybat se literatufe tykajici se metody konjugovanych gradient@ publi-
kované od osmdesatych let, kterd podobnd srovnavan{ ,vypocetni ndrocnosti“ (a pfipadné i velikosti
paméti) obsahuje. Tyk4 se to i hojné ¢tenych a citovanych textu pristupnych na internetu, slibuji-
cich porozuméni metodé konjugovanych gradientt bez ,agonizujici bolesti* a ndmahy. Sliby — chyby.
Vyznat se ve slozitych vécech a situacich bez bolesti a ndmahy hledani je mozné jen ve Spatnych
pohadkéch.
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vyjadiuji spektralni rozklad symetrické matice, v pripadé SPD matice navic vime, ze
vsechna jeji vlastni ¢isla jsou kladné. Dosadime-li spektralni rozklad do polynomialniho
vyjadieni rezidui (11) a pouzijeme-li galerkinovskou ortogonalitu (10) ekvivalentni
ortogonalité jednotlivych rezidui, dostaneme pro ¢ # j

0=rir; = (o7 % (A)ro)* (5% (A)ro) = (of % (A)Q o) (5% (M)Q*r0)
= [Iroll® (¢S (M) Q*v1)* (9% (A)Q*v1)

N
= |rol? Z we o5 () 059 (M), (16)
=1

kde vy = r9/||r0]| je normalizované poéatecni reziduum.® Dospéli jsme ke klicovému
poznatku. Polynomy generujici jednotliva rezidua jsou ortogondlni vzhledem ke ska-
larnimu soucinu definovanému vlastnimi cisly matice A a kvadrdaty velikosti projekci
normalizovaného pocatecniho rezidua do smeri jednotlivych vlastnich vektori

we = (qjv1)?, £=1,...,N. (17)

Tim je ddna odpoveéd na vyse polozenou otevienou otazku, proc¢ z lokalni ortogonality
dvou po sobé nasledujicich smérovych vektoru vyplyva, ze vsechny smérové vektory
musi byt navzdjem ortogondlni (v energetickém skaldrnim soucinu) a vSechna rezidua
mus{ byt navzajem ortogonalni (vzhledem k eukleidovskému skaldrnimu soucinu). Jed-
noducha konstrukce posloupnosti ortogonédlnich polynomii pomoci ortogonaliza¢niho
procesu znama vice nez stoleti ihned ukazuje, ze ortogondlni polynomy jsou vZdy urceny
triclennou rekurenci. V algoritmu HSCG takova rekurence odpovidad dvéma provaza-
nym dvouclennym rekurencim pro rezidua a smérové vektory (pokud bychom algo-
ritmus HSCG preorganizovali vyjadienim smérovych vektori pomoci rezidui, dostali
bychom jeho variantu s tficlennou rekurenci). Proto musi stacit v algoritmu HSCG
ortogonalizovat novy smérovy vektor jen proti predchozimu. Globalni ortogonalita je
pri presném vypoctu samoziejmym duisledkem.

Naznacend souvislost s ortogonalnimi polynomy je pro porozuméni metodé konju-
govanych gradienti zasadni. Budeme se ji vénovat v nasledujici casti textu. V zavéru
této ¢asti se podivame, co muze Fici o odhadu (14). Pouzijeme-li spektralni rozklad (15)
v polynomidlnim vyjadfeni velikosti chyby (12), dostaneme

lz = zallz = R (A) (@ = 2o)llz = (A7 (A)ro)*(v5,C (A)ro)
N

= ol Y- 52 (59 00)° (18)

=1

Vyslednd hodnota je tedy ddna vazenym souc¢tem kvadrat hodnot polynomu ¢S%(\)
v jednotlivych bodech spektra Ay, £ = 1, ..., N. Oznacime-li 0;"), R 9:(Ln) jeho

8V polynomidlni funkci matice ¢(A) jsou jednotlivé mocniny argumentu uréeny maticovym nasobe-
nim a vysledek je po nasledném vynasobeni skalarnimi koeficienty dan souc¢tem po jednotlivych stejno-
lehlych prveich. S pouzitim ortogonalniho spektralniho rozkladu tak napifklad plati A¥ = (QAQ*)F =
= QA*Q*, a pro diagonélni matici A = diag(\1, . . ., An) je ©(A) = diag(p(M1), . . ., o(AN)).
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kofeny,’
A=0") . (A=6)

CcG
on(A) =
(=1)m i .. ol

; (19)

pak vlastnost minimalizace energetické normy chyby vyZzaduje velmi tésnou (nikoliv
vSak jednoduse popsatelnou) vazbu mezi témito koreny a vsemi vlastnimi céisly ma-
tice A; viz napiiklad [29], kapitolu 3. Na druhé strané, pouzijeme-li spektralni rozklad
v odhadu (13) a nésledné nahradime minimaliza¢ni problém na diskrétnich bodech
spektra ¢ebysevovskym minimalizacnim problémem na intervalu definovaném extre-
malnimi vlastnimi ¢isly A\; a Ay, dostaneme

"% < min max X)) < min max PSIR
lx — zolla = pePn(0) 1N [P = PEPL(0) Ae[A1,AN] (V)|

Cebysevovsky odhad (14) je pak dan zjednodusenim (s dalsim mirnym nadhodnoce-
nim, zde nepodstanym) ¢ebySevovského mimimaliza¢niho problému; viz napiiklad [12],
kapitolu IT, a podrobny vyklad spolu s dalsimi odkazy v [29], sekci 5.5.2. Kofeny (upra-
veného) Cebysevova polynomu pouzitého k ziskani (14) nemaji naprosto zadny vztah
k vlastnim ¢islim matice A v otevieném intervalu (A1, Ay ). Zasadni rozdil mezi mini-
maliza¢nim problémem na diskrétnich bodech spektra a ¢ebysevovskym minimaliza¢nim
problémem na intervalu byl zdaraznén ve vztahu k metodé konjugovanych gradientii
jiz Lanczosem v roce 1952; viz [26], sekci 5, zejména stranu 46. Daniel pfesné vyme-
zil ve vySe citovaném ¢lanku [10] smysl odhadu (14). Pfesto povrchné pragmaticky
a zddnlivé vse Tesici pristup, ktery stavi odhad na nespravné misto a ktery se miji
s podstatou metody konjugovanych gradienti, naprosto ovladl pole.

Mohlo by se zdat, ze jde jen o malicherné trvani na matematické dikladnosti a pres-
nosti, kterd zde neni potreba nebo snad muze byt i prekdazkou k pouzivani jednodu-
chého a prakticky dostacujiciho postupu. Nahrazeni skuteéného chovani metody kon-
jugovanych gradientu ¢ebySevovskym odhadem byvd mnohymi skutec¢né povazovano
za univerzalné pouzitelny a zcela vyhovujici néstroj. Mnozi jejich nasledovnici si uz
ani neuvédomi, k jak zavaznému pochybeni zde dochéazi. Metodologickd chyba, kterd
pomiji kontext a pouZivd matematické tvrzeni mimo oblast jeho platnosti vymezenou
predpoklady vede nevyhnutelnée ke zmatku.

Popisuje-li éebySevovsky minimaliza¢ni problém a z néj odvozeny odhad (14) v ur-
Citém netrividlnim piipadé chovani metody konjugovanych gradient, znamena to, ze
rozlozen{ vnitini ¢dsti spektra v otevieném intervalu (A1, Ay) nedovoluje podstatnou
adaptivitu. Pak je na misté otazka, zda a pro¢ by méla byt metoda konjugovanych
gradientu pouzita. Odpovéd muze byt kladna a vysvétleni presvédcivé. Ale otézky
musi byt polozeny a zodpovézeny. Povrchnost je nebezpecna tim, ze si neklade otdzky
a uzavird cestu. K odhadu (14) se vratime jesté jednou po ¢dsti vénované dusledkiim
sifeni zaokrouhovacich chyb (netrpélivého ¢tenédre zatim odkazujeme na souvisejici ¢la-
nek [14]). Je dobré pripomenout slova prisuzovand v Zeidlerové oxfordském privodci
matematikou [46] Einsteinovi (ponechdme citdt v anglickém jazyce):

Everything should be made as simple as possible, but not simpler.

9Kofeny jsou navzajem rizné a lezi v intervalu (A1, An).
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6. Problém momentu a redukce modelu

Nase cesta zacala v kontextu pocitacového Teseni soustav linearnich algebraickych
rovnic v poloviné dvacatého stoleti. Souvislost s ortogonalnimi polynomy popsana
v predchézejici ¢asti a vyjadieni velikosti chyby pomoci jejich hodnot (18) probouzi
zvidavost, zda neexistuje néjaka jeji diivejsi cast, kterd nam je zatim skryta. Posuneme
se proto o dalsf stoleti (a v jistém smyslu o mnoho dalsich stoleti) zpét. Musime byt
velmi strucni a mnoho zajimavych souvislosti vynechat — podrobnéjsi vyklad by zabral
desitky stran (uvedeme odkazy na publikované texty, kde jej lze nalézt spolu s mnoha
odkazy a historickymi pozndmkami).

V roce 1894 byla publikovana monumentélni Stieltjesova prace vénovand retézovym
zlomktm [40], kterd v uréitém smyslu dovrsila predchazejici vysledky mnoha matema-
tikti véetné Eulera, Jacobiho, Darbouxe, Heineho, Christoffela, CebySeva a Markova;
viz napiiklad [29], sekce 3.3.5 a 3.3.6 a reference tam uvedené. Retézovy zlomek aproxi-
mujici nejprve ¢isla a mnohem pozdéji funkce provazi matematiku prakticky od jejich
pocatku, viz [6]. Euler ukdzal, jak lze analytickou funkci (vyjadienou nekoneénou ra-
dou) zapsat pomoci Fetézového zlomku. Stieltjes otdzku obratil. Ukazal, za jakych

podminek na (redlné) koeficienty 71, y2, . . . a d2, d3, . . . Fetézovy zlomek
1 Rn(N)
Fn(A) = = 20

)\ -7 — (;2
A= — 2

A — Y3 — ... 52

A= Yn_1— n

! A— Tn

konverguje pro n — oo k analytické funkci proménné \. Vsimnéme si, ze n-ty kon-
vergent JF,(A) neni nic jiného nez raciondlni lomena funkce, kde jmenovatel P, () je
polynom stupné n a citatel R, (\) je polynom stupné n — 1. I kdyZ to neni zatim
ziejmé, jiz jsme se s nimi setkali, coz vysvétlime nize.

Jako jeden z krokt svého postupu Stieltjes formuloval a vyresil nasledujici problém
momentii. Uvazujme nekoneénou posloupnost kladnych ésel mg, ma, ma, . . . Ulohou
je nalézt nutné a postacujici podminky pro existenci (nezédporné omezené neklesa-
jlel) distribucni funkce w(X) definované na itervalu [0, +00) tak, aby pro Riemanntv—
Stieltjesuv integral monomu platilo

/Afdw(A):mg, 0=0,1,2,..., (21)
0

a urcit w(A). Bez Gjmy na obecnosti w(0) = 0, )\lim w(A) =1 a mg = 1. Stieltjes po-
— 00

tFeboval zobecnit klasicky Riemanntv integral (odtud ndzev Riemanniv—Stieltjesiv).
Zobecnény integral byl mimo jiné pozdéji pouzit Hilbertem a von Neumannem k in-
tegralni reprezentaci samoadjungovanych operatort na Hilbertové prostoru. Repre-
zentace operatori na Hilbertové prostoru pomoci Riemannova—Stieltjesova integralu
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je uzitecna nejen pro formulaci matematickych zakladia kvantové mechaniky; viz na-
priklad [29], zévér sekce 3.4.3 a sekci 3.5, zejména pozndmku 3.5.1 a reference tam
uvedené. Pokud feseni Stieltjesem formulovaného problému momenti existuje, nazy-
vaji se ¢isla mg, my, ma, . . . momenty distribuénd funkce w(\). VSimnéme si, ze pouzitd
terminologie je obvykld v teorii pravdépodobnosti a v matematické statistice, coz neni
jen shoda okolnosti, ale pri¢inna souvislost. Dané terminy vsak maji svij ptivod v kla-
sické mechanice, jak uvidime nize. My se zde nemtzeme zabyvat obecnym rfesenim
Stieltjesova problému momentti. Pro souvislost s metodou konjugovanych gradienti
postadi jeho zjednodusend varianta, kterd je podrobné vylozena v [36].

V piedchazejici ¢asti textu jsme ukazali ortogonalitu polynomi S ()\) (definu-
jicich rezidua v metodé konjugovanych gradientl) vzhledem ke skaldrnimu soucinu
uréenému vlastnimi ¢isly matice A a vahami wy; viz (16)—(17).1% MuZeme si predstavit
mechanickou analogii, ve které jsou hmotné body o hmotnosti w, distribuovdny na
poloptimce predstavujici kladnou redlnou poloosu do bodt odpovidajicich vlastnim
¢isltim (viz ilustraci pro N = 3)

w1 w2 w3
| ® @ .
0 A1 A2 A3

a definovat po ¢astech konstantni distribuéni funkci

0 pro 0 S\ < Aq,
- w; oNMEA<Auy, i=1,... N—1,
W) = J;”J Pro-Ai = ot (22)
d>wj=1pro Ay = A
i=1
1 Jr——

0 I 1 1

My A Ay

(opét s ilustraci pro N = 3). Jeji prvni tii momenty, které lze zapsat vzhledem ke ko-
necnému poctu bodu vzristu funkee w(A) prostou sumou reprezentujici Riemanntiv—
Stieltjesuv integrdl, nejsou nic jiného, nez prvni tii mechanické momenty (celkova
distribuovand hmotnost, poloha tézisté a moment setrvac¢nosti vzhledem k nule). Stiel-
tjes z analogie s distribuci hmoty na piimce vychézi (v obecném piipadé neni ovsem
distribuéni funkce po ¢dstech konstantni) a pouziva termin zobecnéné mechanické mo-
menty. Ve zjednoduseném Stieltjesové problému spojeném s FeSenim soustavy (1) se
SPD matici mizeme momenty s pouzitim spektralniho rozkladu zapsat vztahem

me=viA%;, €=0,1,2,...,2N —1. (23)

10Pro zjednoduseni znaceni predpokladejme, ze viechna vlastni &sla jsou navzajem riiznd a viechny
vahy jsou nenulové. To odpovidd diivéjsimu technickému predpokladu o dosazeni feseni soustavy
metodou konjugovanych gradientt (pfi presném vypoctu) pravé v N iteracich.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 65 (2020), ¢. 4 211



Vzhledem ke kone¢ném poctu parametru distribuéni funkce (22) staci v dalsim 2N mo-
mentt. Pro dané n < N pak zjednoduseny Stieltjestiv problém moment spociva v ur-
¢eni 2n kladnych c¢isel

w§"), ji=1,...,n, ZwE")zl, a 0</\§")<A§")<...<)\£l")
j=1
tak, aby
E:MW)Q@UZ:m (=01 o —1 (24)
j j 0y 5 Lyttt .
j=1

Jinymi slovy, tikolem je nalézt po ¢astech konstantn distribuéni funkei w™ (\) s n body
vzristu )\g-") a vahami w;"), j=1,...,n, tak, aby jejich prvnich 2n momentu bylo
totoznych s momenty distribuéni funkce w(\). Soustava rovnic (24) je pozoruhodné
nelinedrni, nebot vSechny hodnoty na levé strané jsou neznamé. Nasledujici tvrzeni
mozné prekvapi.

Metoda konjugovanych gradienti implicitné 1esi v kaZdé iteraci odpovidajici zjed-
noduseny Stieltjestuv problém momenti. Opacné, zndme-li pro néjaké n reseni zjedno-
duseného Stieltjesova problému momentu, je tim urcena n-td aproximace TeSeni sou-
stavy (1) metodou konjugovangch gradienti.

Abychom podrobnéji vysvétlili uvedend tvrzeni a ukazali jejich platnost, pouzijeme
matematicky ekvivalentni formulaci metody konjugovanych gradient a operatorovou
(maticovou) formulaci problému momenti. Nejprve zavedeme bazi krylovovskych pro-
stort tvorenou ortonormalnimi vektory vy, va, . . . , vy, které jsou v nasledujicim vztahu
s normalizovanymi rezidui z algoritmu HSCG,

. i q
v; = (=177t L—,
.

V kontextu aproximace vlastnich ¢isel je tato Lanczosova bdze pocitana po sloupcich
pomoci Lanczosova procesu, ktery v maticovém tvaru mizeme zapsat'!

AV, =V, T, + (Sn-‘rlvn-‘rle:w n=1,..., N, <25)

kde V,, = [v1, . .., vy] je matice s N faddky a n sloupci tvofend prvnimi n Lanczoso-
vymi vektory, T, je tridiagonalni matice ortonormalizac¢nich koeficientt ulozenych po
sloupcich, zndma pod jménem Jacobiho matice,

71 02

T, = =V, AV, (26)

s
On Yn

UVYraz vp+1e), predstavuje podle pravidel maticového ndsobeni matici s N fadky a n sloupci, ve
které je prvnich n — 1 sloupct nulovych a posledni sloupec je tvoren nasobkem vektoru vy1.
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a e, je n-ty vektor standardni eukleidovské baze. Pro n = N je dy+1 = 0 a po-
sledni ¢len Lanczosovy rekurence je nulovy. Vyjadrime-li nyni n-tou aproximaci feseni
v metodé konjugovanych gradientti pomoci Lanczosovy baze

Ty = 2o + Valn, (27)

pak z galerkinovské ortogonality V,*r, = 0 rezidua r, = b — Az, = ro — AV, t,, ihned
plyne
Tntn = ||’f‘()||€1. (28)

Reseni rovnice (28) spolu se substituci (27) miizeme nazvat formulaci metody konju-
govanych gradienttt pomoci Lanczosova procesu (zkrdcené Lanczosovou formulac).

K Jacobiho matici 73, a k metodé konjugovanych gradientti se mizeme dostat primo
pomoci operatorové formulace problému momentu; viz krasné napsanou a témér ne-
znédmou Vorobjevovu monografii [43], kterd rozvinula myslenku zminénou difve Ljus-
ternikem [30] . Hledejme operator na krylovovském prostoru /C,, (A, r¢) reprezentovany
matici A,, tak, aby platilo

Arg = Apro,
A2TO = Ai?”o,

An_lT‘Q = AZ_IT‘(),

En An’l”o = AZTQ,

kde E, je ortogondlni projektor na IC,, (A, ro); viz (8). Muzeme jej zapsat pomoci
matice vytvorené z Lanczosovy baze ve tvaru E,, =V, V,*. Operator

A, = E AE, = V,VF AV, V> = V,T,,V.*

na K, (A, r¢) za ndmi pouzitych predpokladi existuje a je jednozna¢né urcen (i s tri-
vidlnfm rozsifenim na cely RY). V Lanczosové bazi mé operdtor A, matici T},.

Uvedeny postup lze interpretovat jako redukci (aprozimaci) modelu reprezentova-
ného piuvodni soustavou (1) s N nezndmymi na soustavu (28) o n nezndmych. Termin
redukce modelu je znamy zejména z mnoha inzenyrskych aplikaci, naptiklad z popisu
chovani dynamickych systémt, zpracovani signalii a obrazu. Vorobjev formuluje me-
todu momentt v nekonec¢nédimenzionalnich Hilbertovych prostorech a vyuziva souvis-
losti se Stieltjesovym problémem momenti. Odkazuje mimo jiné na prace Hestenese,
Stiefela a Lanczose a na operatorovou formulaci a chovani metody konjugovanych gra-
dientt v nekonecné dimenzi [24].

Jacobiho matice T, je thelnym kamenem, ktery spojuje maticovou (operédtoro-
vou) formulaci s formulaci prostfednictvim ortogonalnich polynomi. V Lanzcosové
procesu (25) je formou zdpisu ortonormalizacnich koeficient. M& vSak mnohem pod-
statnéjsi vyznam. Jeji charakteristicky polynom je roven citateli ve vyjadreni poly-
nomu pS(\) v (19) a stejné tak jmenovateli P, (\) ve vyjadieni n-tého konvergentu
Fn(A) Fetézového zlomku (20) jako raciondlni lomené funkce (Citatel R, () je uréen
stejnou tficlennou rekurenci posunutou o jeden krok). Jeji vlastn{ ¢isla jsou zdroven
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(n

body variistu A; ) distribuéni funkce w(™, kvadraty prvnich elementi odpovidajicich

normalizovanych vlastnich vektoru jsou rovny vaham wﬁ"); viz (24). Plati tedy 0§") =

= /\E-n), j =1,...,n. Jacobiho matice ukazuje, jak nadhernou hloubku muze mit
zdanlivé velmi jednoduchy matematicky objekt. Podrobny vyklad s mnoha dalSimi
souvislostmi 1ze nalézt v [29], kapitole 3.

Reseni problému momentt souvisi piirozené s Gaussovou (také v daném kon-
textu nazyvanou Gaussovou—Christoffelovou) kvadraturou Riemannova—Stieltjesova
integralu. Rovna-li se prvnich 2n momentt distribuénich funkef w()) a w(™ ()), musi
se rovnat i odpovidajici Riemannovy—Stieltjesovy integraly polynomt stupné nejvyse
2n — 1, pfitemz integral odpovidajici distribucni funkci w(™ (\) s n body vzristu je
sumou pouzivajici jen n funkénich hodnot. Zapiseme-li Gaussovu kvadraturu funkce
f(X\) rovnici

/f(/\)dw Zw )+ Bo(f)

kde R, (f) vyjadiuje chybu kvadratury pro danou funkei, lze pro volbu f(\) = 1/\
jednotlivé ¢leny vyjadiit nasledujicim zpusobem (viz [29], sekci 3.5)

12 2
llz = zollz ZW . |z — x| . (29)

= ,\<" [[7ol?

Metoda konjugovanych gradienti tedy nejen implicitné urcuje uzly a vahy Gaussovy
kvadratury, ale jeji energetickd norma chyby je totozna (aZ na trividlni ndsobek) s od-
povidajici chybou Gaussovy kvadratury pro funkei f(A\) = 1/A. Dand vlastnost muze
byt vyuzita pro odhad velikosti chyby v metodé konjugovanych gradientt; viz napii-
klad [41]. Souvislosti s ortogondlnimi polynomy, Fetézovymi zlomky a Gaussovou kva-
draturou jsou jasné formulovany jiz v puvodnich ¢lancich Lanczose, Hestenese a Stie-
fela z let 1950-1953 citovanych vyse. Pokud by vedle ¢astého citovani byly také obcas
Cteny, mnohé pozdéjsi texty by byly davno pravem zapomenuty nebo by nebyly viibec
napsany.

V predeslych c¢astech jsme vidéli rizné stranky a dtlezité souvislosti metody kon-
jugovanych gradientti. Mnohokrate jsme pritom pouzili galerkinovskou ortogonalitu,
vzdjemnou ortogonalitu ruznych vektori, jim odpovidajicich polynomu a projekei.
Pii praktickych vypoctech muze vsak byt ortogonalita prekvapivé rychle ztracena.
Disledky ztraty ortogonality byly pro celou komunitu numerickych matematika po
nékolik desetileti nefesitelnou vyzvou.

7. Jsou hluboké souvislosti a jejich matematicka elegance v praktickych
vypoctech ztraceny?

Dusledky ztraty ortogonality byly diskutovény jiz v ptuivodnich ¢lancich [25], [26], [23]
s Tadou nosnych myslenek, které byly plné rozvinuty pozdéji. Tehdejsi pohled vsak vy-
chazel ze snahy upravovat prakticky vypocet pokud mozno co nejvétsim zachovanim
miry ortogonality mezi rezidui a smérovymi vektory, coz obvykle vedlo k radovému
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vzristu vypocetni ndrocnosti. Rigorézni analyza mechanismu ztraty ortogonality ne-
byla povazovana za proveditelnou.

Zasadni krok v daném smeéru ucinil ve své dizertaci z roku 1971 vénované Lanczo-
sové metodé C. C. Paige. Problémem neni hromadéni zaokrouhlovacich chyb (ve smyslu
jejich séitani), ale jejich zesilend prislusnym rekurentnim vypoctem!'?, analogicky moz-
nému sireni numerické chyby v explicitnich diferenc¢nich formulich. Rekurentni vypocet
je urcen algoritmem realizujicim danou metodu, proto jsou zesileni zaokrouhlovacich
chyb a jeho disledky rigorézné deterministicky analyzovatelné. Pochopeni matema-
tického radu urcujiciho zesileni zaokrouhlovacich chyb vedlo Paige k nasledujicimu
objevu vcetné jeho nddherného rigorézniho matematického dikazu:

K vgznamné ztrdaté ortogonality muze dojit pouze ve smérech odpovidajicich vlast-
nim vektorum matice A, jejichz vlastni c¢isla jsou s velkou presnosti numericky apro-
rimovana vlastnimi cisly Jacobiho matic T,, numericky generovangch Lanczosovym
procesem.

Dusledkem je fakt, ktery dobfe ilustruje krasu numerické matematiky nereduko-
vané na pouhy soubor algoritmickych navodt. Hodnoty prvka matice 7;, mohou byt
pri numerickém vypoctu od urcitého iteracniho kroku vzdaleny mnoho radt od hodnot,
které bychom dostali presnym vypocétem. Presto je mozné urcit vlastni ¢isla matice A
pomoct vlastnich cisel matic T, s presnosti umernou strojové presnosti pocitace. Danou
presnost lze pri vgpoctu zarudit. Neni nutné (a v praktickych vypoctech ani mozné)
opravovat mezivysledky, tj. vypoctené prvky matic 7),. Sta¢i porozumét matematic-
kému radu, kterému vypocet a tim i Sifeni zaokrouhlovacich chyb podléhé. To ovSem
muize byt (a zde je) velmi tézké.!3

Neméné vyjimeénym je navazujici ¢lanek [17], ve kterém Greenbaum spojila ana-
lyzu Lanczosovy metody s analyzou metody konjugovanych gradientt. Nejprve upra-
vila distribuéni funkci w(X), viz (22), nahrazenim jednotlivgch bodi vzristu (hmotngch
bodi) malgmi intervaly (tésnymi shluky hmotngch bodi) pri zachovdni puvodnich vah

W4 W4
‘J — i

a odhadla velikost odpovidajici malé zmény v rekurencich Lanczosova procesu a algo-
ritmu HSCG. Potom otazku obratila a ukézala, jak lze pro Lanczosuv proces a pro
algoritmus HSCG pii vypoctu zatizeném zaokrouhlovacimi chybami (ktery lze inter-
pretovat jako malé zmény v zdpisu odpovidajicich rekurenci) zkonstruovat stejnym
zpusobem upravené distribu¢ni funkce. Nepresny vypocet zatizeny zaokrouhlovacimi

I2Myslenka $ifeni a mozného zesileni zaokrouhlovacich chyb je ptitomna v [23], sekci 8, ale nebyla
v prvnich pracich jasné odliSena od akumulace. Vznikld nejasnost pretrvava ve vétsiné literatury
dosud.

13Vysledky dizertace Paige, které jsou svoji originalitou a vyznamem naprosto vyjimeéné, byly pub-
likovany v prabéhu deseti let(!) se zdvéreénym ¢lankem [34] z roku 1980. Pfi dnes platnych pravidlech
by Paige se svoji praci viibec nebyl pripustén k obhajobé, natoz aby ziskal vyznamné misto na uni-
verzité. Formalizace posuzovani kvality s tzv. ,objektivizovanymi kvantitativnimi kritérii“, ke kterym
jsme v soucasné védé dospéli a kterym se klanime jako zlatému teleti, nejsou zndmkou pokroku. Jen
maskuji ztratu schopnosti kvalitu poznat. Nebo uznat?
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chybami pak lze interpretovat jako matematicky presny vypocet pro upravend vstupni
data odpovidajici upravenym distribu¢nim funkcim.

Jeji konstrukce uvazuje prvnich n krokt Lanczosova procesu pri vypoctu s konec-
nou presnosti. Jeho vysledkem je Jacobiho matice T, kde jeji jednotlivé prvky mohou
byt mnoho rada vzdaleny od odpovidajicich presnych hodnot. Hledanou distribucni
funkci Greenbaum sestrojila s vyuzitim vysledki Paige velmi netrivialnim prodlouze-
nim Jacobiho matice 7}, na potencidlné mnohem vétsi Jacobiho matici T}, 4 (n)

Tn —> Tn

FP computation

Tn+m(n)

tak, aby jeji vlastni ¢isla byla vSechna obsazena v malych intervalech kolem piivodnich
vlastnich ¢isel matice A. Jacobiho matice T}, 4, () pak urcéuje hledanou distribucni
funkei, kterd ovsem zavisi na iteracnim kroku n. S malou neptesnosti vysledné kore-
spondence vSak muzeme definovat univerzalni distribuc¢ni funkci nezavislou na n na-
hrazenim individudlnich boda vzrustu malymi intervaly pri zachovani puvodnich vah;
viz [20] a detailni vyklad mnoha souvisejicich vysledkii mnoha autoru v [32] a [29],
sekcich 5.6 a 5.9. Opét vidime, jak velmi myslenkové i technicky naroc¢na cesta vede
nakonec k nddherné jednoduse formulovanému zavéru:

K pochopeni nepresného vipoctu zatiZzeného zaokrouhlovacimi chybami staci uvazo-
vat presny vypocet s nahrazenim piuvodnich vlastnich cisel shluky velmi blizkych vlast-
nich cisel pri zachovani velikosti skoki puvodni distribucni funkce.

Vsimnéme si, jak dulezité byly pro pochopeni Siteni zaokrouhlovacich chyb ve vy-
poctech pouzivanych ve 20. a 21. stoleti souvislosti s mnohem drivéjsimi myslenkami
spojenymi s ortogonalnimi polynomy, retézovymi zlomky a momenty.

8. Zmatek nad zmatek

Ztrata ortogonality a rovnéz linedrni nezavislosti generovanych rezidui a smérovych
vektoru vlivem zaokrouhlovacich chyb a jeji vliv na zpomaleni poklesu velikosti chyby
v metodé konjugovanych gradientt jsou zfejmymi fakty. Mohou se projevit v zavislosti
na rozlozeni vlastnich ¢isel matice soustavy i u velmi malych tloh a jiz po nékolika
pocatecnich iteracich; viz [20]. Z pFedchézejici ¢dsti naseho pribéhu vime, jak lze po-
psat numerické chovani metody konjugovanych gradientia pomoci matematické tlohy
s distribuc¢ni funkci upravenou nahrazenim jednotlivych vlastnich ¢isel velmi tésnymi
shluky. Mimo vsi pochybnost tedy pro matematickou tlohu ekvivalentni presnému
vypoctu (a tim spiSe pro nepfesny numericky vypocet) plati:

Ma-li SPD matice A tlohy (1) nékolik (teknéme t) od sebe vzddlenych tésnijch
shluki vlastnich cisel, neni mozné bez dalsi informace obecné ocekdvat dobrou aproxi-
maci TeSent v t iteracich metody konjugovanych gradienti.
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Vse zévisi na poloze jednotlivich shlukii.!* Bohuzel vSak je v literatufe rozsifen
a stale opakovan, ve zfejmém rozporu s uvedenym matematicky dokdzanym faktem
opakované vysveétlovanym po c¢tyfticet let, chybny argument ¢ shlukd vlastnich cisel =
= dobrd aproximace reseni v t ileracich. Je pouzivan jako zékladni pravidlo chovani
nejen pro metodu konjugovanych gradienti, ale pro krylovovské metody obecné.

Pri¢iny zminéného neutéseného stavu jsou znamé a poucné. Nekolik uznavanych
autoru publikovalo uvedeny nesmysl v renomovanych ¢asopisech s vagnim , heuristic-
kym“ odkazem na to, ze zdkladem krylovovskych metod je aproximace miniméalniho
polynomu matice soustavy. Z vyjadieni chyby aproximace (18) v metodé konjugo-
vanych gradientii skuteéné vyplyva, Ze jsou-li kofeny polynomu ¢S ()\) rovny viem
navzajem ruznym vlastnim ¢islim matice A, pak jsme dosdhli miniméalniho polynomu,
chyba je nulova a nalezli jsme presné reseni. V predchézejicich iteracich vsak aprowi-
mace minimdlnitho polynomu i pro SPD matici zahrnuje veskeré souvislosti popsané
vyse veetné Feseni problému momentu, takze kvantitativné nelze obecné o velikosti
chyby naprosto nic ici.'® Jesté mnohem sloZitéjsi je situace v tlohach, kdy matice
soustavy neni symetrickd. O tom velmi kratce pojedname v nasledujici kapitole.

9. Co kdyZz nemame k dispozici ortogonalni spektralni rozklad?

Nejprve rozsifime kontext uvazované tlohy (1). Pii praktickych vypoctech lze jen
zi{dka pouzit metodu konjugovanych gradienti (a krylovovské metody obecné) na
(diskretizované) tlohy, které primo modeluji studovany jev. Konvergence by az na
trivialni pripady byla prilis pomald. Proto je do procesu feSeni zahrnuta transfor-
mace puvodni ulohy s cilem dosdhnout takovych vlastnosti transformované matice
a pravé strany, které by umoznily krylovovskym metoddm mnohem rychlejsi konver-
genci. Dany postup se z historického divodu ponékud nestastné nazyva predpodmirio-
vani. Zabyva se jim velmi rozsahld, riznoroda a myslenkové bohatd oblast vypoctové
matematiky, kterd vyuziva hluboké teoretické znalosti od teorie grafti pres vlastnosti
operatort a matic k numerické stabilité. Vedle toho formuluje velmi netrividlni heuris-
tiky a pouziva slozité implementacni techniky, bez kterych by nebylo mozné vytvoreni

MVelks vlastni ¢isla A; matice A vyrazné vzdalend od zbytku spektra jsou tradicné spojovana se
zrychlovanim konvergence metody konjugovanych gradientti, které je vysvétlovano jejich brzkou apro-
ximaci vlastnimi ¢isly Jacobiho matic (neboli kofeny odpovidajicich ortogonélnich polynomi; viz (19))
a ztratou jejich vlivu na chybu aproximace (18). Argument vSak selhdva v pfitomnosti zaokrouhlo-
vacich chyb. Je-li velké vlastni ¢islo A\; nahrazeno shlukem vlastnich ¢isel, coz pti presném vypoctu
odpovidé feseni ptivodni tlohy v aritmetice s kone¢nou presnosti, pak nezavisle na vzajemné blizkosti
vlastnich c¢isel ve shluku jeho aproximace jednim vlastnim ¢islem Jacobiho matice T}, nic neresi a bé-
hem nékolika iteraci je potfeba aproximace téhoz shluku dalsim vlastnim ¢islem rozsitené Jacobiho
matice atd. Proto jsou pfi nepfesném vypoctu opakované generovany aproximacni kopie jednotlivych
vlastnich cisel, coz vede ke zpozdéni konvergence. Kazda kopie navic stoji pravé jednu iteraci, takze
ocekévané zrychleni muze byt zCasti nebo i zcela eliminovano v dusledku siteni zaokrouhlovacich chyb;
viz [17], stranu 19, [29], sekce 5.9.1 a 5.9.2, a [16], [14].

15Bohuzel je vétdina téch, kdo bez rozmyslu papouskuji chytlavou tezi, byt by §lo o nesmysl. Umy-
slné zde neuvddime puvodni publikace, ze kterych se uvedené zmateni rozsitilo (jejich autofi dosahli
vyznamnych vysledki a zaslouzili se o rozvoj oboru v jinych smérech). Poéty pozitivné minénych (né-
kdy i oslavnych) citaci koncep¢né zcela chybnych praci se vSak bohuzel pohybuji v mnoha stovkach.
Vidime, jak snadno se mizeme dostat i v matematice do doby post-pravdivé, kdy se jiz nezkoum4d ro-
zumnost vychodiska a logickd spravnost konstrukce argumentu. Kritické zkouméani je i v matematice
nahrazovano ndzorem autority.
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efektivnich pocitacovych kédu. Mezi prikopnické prace, které také podstatné prispély
k rychlému rozsiteni praktického zajmu o krylovovské metody v osmdesatych letech,
jisté patii van der Vorstova dizertace [44] tvofend nékolika difve publikovanymi ¢lanky
s velmi pouenym komentarem (viz napr. poznamku o mylné argumentaci pouzivajici
shluky vlastnich ¢isel na strané 4) a ¢ldnek [9] kombinujici nékolik piistupti. Zajemce
o zékladni prehled algebraickych piistuptt odkazujeme na [3] a zejména na diivéjsi
¢ldnek [4], ktery se sice soustfeduje na predpodminiovani pomoci konstrukce pribliz-
nych inverzi, ale ktery presvédc¢ivé ukazuje narocnost problému, se kterymi je nutné
se utkat.!® Sirsi kontext obsahuje novéjsi prehledovy élanek [45]. V tivodu zminéna
monografie [31] se soustfedi na operdtorové predpodminovani metody konjugovanych
gradienti v kontextu numerického feseni okrajovych tloh popsanych eliptickymi par-
cidlnimi diferencidlnimu rovnicemi. Nejnovéjsi prehled [35] je organizovan po vybra-
nych dilezitych aplikacich. Zde se nemtizeme prepodminovanim siteji zabyvat. VSim-
neme si pouze jediné otazky, ktera se vraci zpét k zavéru druhé kapitoly naseho textu
a kterd je v celém konceptu predpodminovani zasadni.

Jaké vlastnosti transformované tlohy umozni metodam krylovovskych podprostoru
rychlou konvergenci? Vime, Ze ani pro SPD matici a metodu konjugovanych gradienti
nelze dat jednoduchou odpovéd s vyjimkou pripadu, kdy 1ze dosahnout velmi malé pod-
minénosti transformované matice. Cilem predpodminovani neni obecné sniZeni cisla
podminénosti matice soustavy, instruktivni priklad lze nalézt v [14], viz rovnéz [15].
Co tedy? Znovu se v literature z temnot vynotruje chybnéa teze o zddoucim preskupeni
vlastnich ¢isel matice do nékolika tésnych od sebe vzdédlenych shluka. Tato teze je
dokonce prezentovana pro obecné matice i v encyklopedickych heslech jako cil pred-
podminovani. Nejde obecné o spravny cil ani pro SPD matice, kde spektralni informace
umoznuje popsat chovani metody konjugovanych gradientt. Co kdyz nelze sestavit or-
tonormalni bazi prostoru, ve kterém se pri numerickém feseni pohybujeme, pomoci
vlastnich vektoru? Dokonce nemusi jit sestavit zZddnou bdzi, nebot matice soustavy
muze mit v extrémnim pripadé pouze jediny vlastni vektor. Neni tedy mozné spojit pro
libovolnou tlohu krylovovské metody s konstrukei distribuc¢ni funkce a na jejich chovani
primocare usuzovat ze spektra matice soustavy. Obtiznost problému je patrna z vy-
sledkt zvefejnénych v [21], [19], [1]. Vedou k parametrizovanym mnozindm piikladu,
pro které libovolné zvolené chovani krylovovské metody GMRES nastane pti libovolné
zvoleném spektru matice soustavy. Jak je tedy mozné, ze ddvno dokdzanym vysledktum
odporujici teze o shlucich vlastnich ¢isel ma takovou pritazlivost a zivotnost?

Prvni pri¢inou je experimentalni zkusenost. V radé pripadi lze pri shlukovém uspo-
radani spektra skutecné pozorovat rychlou konvergenci. U pozorovani se ale nesmime
zastavit, jako védci jsme povinni ptat se po pri¢ing, pro¢ tomu tak je. Matice mize na-
priklad mit v takovém pripadé néjakou specialni strukturu invariantnich podprostor,
kterou je potireba zkoumat. To se vSak nedéje. Jde o obtiznou otazku a jeji otevieni
by napfiklad mohlo zpozdit publikaci ¢lanku (nejde o smyslenku, ale o opakovanou
zkuSenost z osobnich diskusf).

Druhou pfic¢inou je paradoxné vysledek z kratkého a nddherného ¢lanku [33]. Au-
tori ukazali tridu tloh, pro které existuje predpodminéni zarucujici velmi maly stupen

16Nejen v daném oboru si svymi vysledky ziskala svétové uzndni skupina soustfedéns kolem
M. Thmy.
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minimélnich polynomu (a tedy pouze nékolik vlastnich ¢éisel) transformovanych matic.
Pak presny vypocet s pouzitim vhodné krylovovské metody (ve které nemuze dojit
k pred¢asnému zastaveni zvanému breakdown) dd presné feseni v odpovidajicim po-
¢tu nékolika iteraci. Clanek je prirozenou motivaci pro postupy dspésné pouzivané
pri praktickych vypoctech, coz je zcela na misté. Nemuze vsak byt jejich rigordznim
matematickym zdivodnénim. V praktickych vypoctech je z divodu ceny vypoctu teo-
retické predpodminovan{ zjednoduseno a tim pouze aproximovino (navic je zde vliv
zaokrouhlovacich chyb). Odpovidajici transformované matice proto nemaji jen nékolik
vlastnich ¢isel, ale v nejlepsim pripadé, ktery nemusi v zavislosti na vlastnostech tlohy
nastat, pouze tésné shluky vlastnich cisel. Celkovy pocet navzajem ruznych vlastnich
Cisel je mnoharadove vétsi nez pocet shlukii a muze se pohybovat v fadu miliénu i mi-
liard. Skutecny stupen minimdalnich polynomi odpovidajicich vypoctium musi tedy byt
nejméné stejného radu jako pocet navzdjem ruznych vlastnich cisel. Jsme zpét u vyse
popsané zmatecnosti argumentace o shlucich a minimalnim polynomu. Navic je zde
témér vsudypritomné zmateni nespravné davajici do rovnosti pocet navzajem raznych
vlastnich ¢isel a stupen minimalniho polynomu, pred ¢imz durazné varovali i autori
¢lanku [33].17 Nic z vySe napsaného nesnizuje vyznam vysledku v [33], ktery spolu
s [21], [19], [1] otevira prostor pro nové cesty teoretického zkouméni, které se ale zatim
bohuzel nekona.

10. Poznamka k formulacim v nekoneé¢nédimenzionalnich Hilbertovych pro-
storech

Co z vyse napsaného lze prenést do Hilbertovych prostort nekonecné dimenze? Témeér
vSe, musime vSak dat pozor na zménu vyznamu nékterych pojmu (napiiklad pojmu
béze, spektra operatoru, omezenosti operatoru, kompaktnosti operdtoru, pouzivani
duédlnich prostort, superlinedrni konvergence, ... ). Také nékterd odvozeni a dikazy
budou malinko jiné; viz napt. [31]. Je pozoruhodné, jak (nejen v kontextu nekonecéné
dimenze) jsou mnohé dlouho zndmé vysledky znovu a znovu publikoviny jako piu-
vodni. Napriklad neustale znovuobjevovana superlinedrni konvergence byla popsana
v krésnych textech Karushe [24] a Hayese [22] jiz v letech 1952 a 1954. Podobné
dikaz monoténniho poklesu eukleidovské normy chyby v metodé konjugovanych gra-
dient je obsaZzen (se samoziejmosti metodické dukladnosti vykladu) jiz v pavodnim
¢ldnku [23]. Formulace krylovovskych metod v nekoneénédimenziondlnich prostorech
mé dobry smysl a vénuje se ji v posledni dobé rostouci pocet publikaci. Jde vsak za
ramec a rozsah predlozeného textu.

11. Beznadéjny boj s vétrnymi mlyny nebo prilezitost?

Metoda konjugovanych gradientt a jeji pribéh, véetné rozvétvujicich se pribéha kry-
lovovskych metod, nds mohou velmi mnohému naucit.

Matematicky vzato, neméli bychom ani pfi rutinnim numerickém pocitani zapo-
minat, jak souvisi metoda konjugovanych gradienti s tlohou nalézt pro dané n < N

7Stuperi minimalnfho polynomu matice je horni mez{ poétu navzdjem riznych vlastnich &isel.
Opacnd nerovnost neplati. Matice muze mit pouze jedno vlastni ¢islo a stupen svého minimélniho
polynomu roven velikosti matice (viz napf. Jordaniv blok).
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distribuéni funkci s pouze n body vzristu tak, aby co nejlépe vystihovala vlastnosti
distribu¢ni funkce ur¢ené matici A a normovanym poc¢atecnim reziduem, viz obréazek.
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Mohou nés ale uc¢it i mnohem dilezitéjsim vécem. Naptiklad tomu, ze stoji za to kri-
ticky myslet a nejit s vétSinovym néazorem, i kdyz to z pohledu okolim chapaného
uspéchu nemusi byt vyhodné. Stejné tak je dobré byt si védom svych omezeni a svych
chyb a byt vdéény za pouceni. Receno ddvnymi slovy ve vzacném piekladu, stoji za
to zlomit svoji pychu a hledat pokoru. Jsem vdécny vsem, které mi bylo dano v zi-
voté potkat a ktefi prirozené umi odlisSovat podstatné od nepodstatného a ze kterych
vyzaruje radost.

Podékovani. Jsem rovnéz velmi vdécny za odborné a lidské spolecenstvi, které
je praci vénovanou krylovovskym metodam ovlivnéno a které po mnoho let spoluvy-
tvarime s Mirkem Tuimou, Mirem Rozloznikem a mnoha nasimi vzacnymi mladsimi
kolegynémi a kolegy. Vétsina z nich vyznamné prispéla k vysledkiam tykajicim se kry-
lovovskych metod, které jsou ve svété cenény. Zde je zminéno jen nékolik z nich, nebot
omezeni rozsahu neumoznuje vétsi tematické rozsireni. Dékuji vSem, ktefi mi pomohli
pri psani predlozeného textu.
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